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§ 1 Решетчатые функции 

1.1 Понятие решетчатой функции 

Рассмотрим функцию f(t), которая определена в отдельных изолирован-

ных точках (дискретных) t1, t2, …, tп, … некоторого промежутка Т. Следует об-

ратить внимание, что переменная величина t не является непрерывно изменяю-

щейся на промежутке Т, а принимает на нем только отдельные изолированные 

значения. 

Например, функция f(t) = t
3
, где переменная величина t принимает на 

промежутке [– 2; 2] значения: t = – 2; – 1,5; – 1; 0; 1; 1,5; 2. Изобразим на рисун-

ке 1.1 график этой функции (значения функции отметим точками). 

 

 
Рисунок 1.1 – График функции f(t) 

 

Для дальнейшего рассмотрения обозначим f(tп) = fп, где fп –

 последовательность чисел, значений функции f(t) при t = t1, t2, …, tп, tп + 1, …; 

tп + 1 > tп. 

Функции f(tп), у которых аргумент tп является целым числом, tп  Z, целе-

сообразно обозначить через f(п). Такие функции называются решетчатыми 

функциями. 

Предлагается самостоятельно построить графики следующих решетчатых 

функций: 

а) f(п) = С = const, п  Z; 

б) f(п) = 2
п
, п  Z; 

с) f(п) = ln п, п  N. 
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1.2 Конечные разности решетчатых функций 

Пусть дана решетчатая функция f(п), п = 0, 1, 2, …. Функция 

 ∆f(п) = f(п + 1) – f(п) (1.2.1) 

называется конечной разностью первого порядка или первой (конечной) разно-

стью. 

Функция ∆
2
f(п) = ∆(∆f(п)) называется конечной разностью второго по-

рядка или второй (конечной) разностью. 

Вторая (конечная) разность определяется следующим выражением: 

∆
2
f(п) = ∆f(п + 1) – ∆f(п) = f(п + 2) – f(п + 1) – (f(п + 1) – f(п)) =  

 = f(п + 2) – 2f(п + 1) + f(п). (1.2.2) 

Рекуррентно п-я (конечная) разность определяется следующим образом: 

∆
k
f(п) = ∆

k – 1
f(п + 1) – ∆

k – 1
f(п) = f(п + k) – Ck

1
 f(п + k – 1) + Ck

2
 f(п + k – 2) – 

– … + (–1)
i
 Ck

i 
f(п + k – i) + … + (–1)

k
 f(п), (1.2.3) 

где Ck
i
 = 

)!(!

!

iki

k


 – биномиальные коэффициенты, 

      ∆
0
f(п) = f(п). 

Формулы (1.2.1) – (1.2.3) выражают разности решетчатой функции через 

значения этой функции в целочисленных точках. Рассмотрим, как можно выра-

зить значения самой решетчатой функции f(п) через ее разности различных по-

рядков. 

Из (1.2.1) получим 

f(п + 1) = f(п) + ∆f(п). 

На основе полученного равенства и равенства (1.2.2) находим 

∆
2
f(п) = f(п + 2) – f(п) – 2∆f(п), 

откуда 

f(п + 2)  = f(п) + 2∆f(п) + ∆
2
f(п). 

По индукции находим 

 f(п + k) = f(п) + Ck
1
∆f(п) + Ck

2
∆

2
f(п) + … + ∆

k
f(п). (1.2.4) 

Если положить в (1.2.4) п = 0,получим 

 f(k) = f(0) + Ck
1
∆f(0) + Ck

2
∆

2
f(0) + … + ∆

k
f(0). (1.2.5) 

Формулы (1.2.4), (1.2.5) определяют значения решетчатой функции через 

ее конечные разности до порядка k включительно и представляют собой дис-

кретный аналог формул Тейлора для непрерывной функции. 

Пример 1.2.1. Вычислить разности ∆
k
f(п), п = 1, 2, … , если f(п) = е

2п
. 

Решение. Последовательно находим: 
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∆f(п) = е
2(п +1)

 – е
2п

 = е
2п

(е
2
 – 1); 

∆
2
f(п) = е

2(п + 1)
(е

2
 – 1) – е

2п
(е

2
 – 1) = (е

2
 – 1)∙е

2п
∙(е

2
 – 1) = е

2п
∙(е

2
 – 1)

2
. 

По индукции находим 

∆
k
f(п) = е

2п
(е

2
 – 1)

k
, k = 1, 2, … . 

 

1.3 Разностные уравнения 

1.3.1 Основные понятия о разностных уравнениях 

Разностным уравнением k-го порядка называют любое соотношение, свя-

зывающее неизвестную решетчатую функцию f(п) и ее разности до порядка k 

включительно. Разностное уравнение k-го порядка записывают в виде 

 F(n, f(п), ∆f(п), ∆
2
f(п), …, ∆

k
f(п)) = 0 (1.3.1) 

или в силу формулы (1.2.3) 

 F(n, f(п), f(п + 1), f(п + 2), …, f(п + k)) = 0. (1.3.2) 

Заметим, что при необходимости неизвестную решетчатую функцию 

можно обозначать через х(п), у(п), z(n), …. 

По аналогии с теорией обыкновенных дифференциальных уравнений под 

решением уравнений (1.3.1) или (1.3.2) понимают всякую решетчатую функцию 

f(п), которая при подстановке ее в уравнение приводит к верному равенству для 

п = 0, 1, 2, …. 

1.3.2 Линейные разностные уравнения 

Целесообразно рассмотреть подробнее линейные разностные уравнения, 

которыми описываются линейные дискретные системы (системы с дискретным 

воздействием). 

Линейное разностное уравнение k-го порядка с постоянными коэффици-

ентами имеет вид 

 С0∆
k
x(п) + С1∆

k – 1
x(п) + … + Сkx(п) = φ(n), (1.3.3) 

где Сi = const (вещественные), i = 0, 1, …, k; C0 ≠ 0, x(п) – неизвестная решетча-

тая функция. 

Уравнение (1.3.3) можно записать в виде 

 а0x(п + k) + a1x(п + k – 1) + … + akx(п) = φ(n), (1.3.4) 

где аi = const, i = 0, 1, …; а0 ≠ 0, аk ≠ 0. 

Если решетчатая функция φ(n) ≡ 0, то уравнения (1.3.3), (1.3.4) называют-

ся однородными; в противном случае – неоднородными. 

Для уравнений (1.3.3), (1.3.4) по аналогии с обыкновенными дифферен-

циальными уравнениями может быть сформулирована задача Коши: 
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найти решетчатую функцию x(п), удовлетворяющую уравнению (1.3.4) и усло-

виям 

 x(п0) = х0, x(п0 + 1) = х1, …, x(п0 + k – 1) = хk – 1, (1.3.5) 

где п0 – некоторое начальное значение аргумента п; х0, х1, …, хk – 1, – заданные 

числа. 

Условия (1.3.5) называются начальными условиями. Если xi ≡ 0, i = 0, 1, 

…, k – 1, то условия называют нулевыми. 

Заметим, что в случае записи разностного уравнения в виде (1.3.3), на-

чальные условия задаются в виде 

∆
i
(п0) = αi, αi = const, i = 0, 1, …, k – 1. 

По аналогии с теорией обыкновенных дифференциальных уравнений 

имеют место следующие в пункте 1.4 утверждения. 

1.4 Решение линейных однородных разностных уравнений 

Рассмотрим линейное однородное разностное уравнение k-го порядка с 

постоянными коэффициентами 

а0x(п + k) + a1x(п + k – 1) + …+ ak – 1x(п + 1) + akx(п) = 0, (1.4.1) 

где а0 ≠ 0, ak ≠ 0. 

Разностное уравнение (1.4.1) имеет ровно k линейно независимых част-

ных решений х1(п), х2(п), …, хk(п). Общее решение уравнения (1.4.1) имеет вид 

х
0
(п) = С1x1(п) + С2x2(п) + … + Сkxk(п), 

где С1, С2, …, Сk – const. 

Линейно независимые частные решения этого уравнения будем искать в 

виде х(п) = λ
п
, где λ ≠ 0 – некоторое неизвестное число. Непосредственной под-

становкой предполагаемого решения в уравнение (1.4.1) убеждаемся, что это 

число λ удовлетворяет равенству 

 а0λ
k
 + a1λ

k – 1
 + …+ ak – 1λ + ak = 0, (1.4.2) 

которое называется характеристическим уравнением для разностного уравне-

ния (1.4.1) 

Итак, решетчатая функция х(п) = λ
п
 является решением разностного урав-

нения (1.4.1), если число λ – корень характеристического уравнения (1.4.2). При 

этом возможны три случая: 

1) характеристическое уравнение (1.4.2) имеет ровно k различных дейст-

вительных корней; 

2) корни характеристического уравнения различны, но среди них имеются 

комплексные; 

3) среди корней характеристического уравнения имеются кратные. 
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Рассмотрим эти случаи. 

1. Пусть λ1, λ2, …, λk – действительные и различные корни характеристи-

ческого уравнения (1.4.2). Им отвечают k следующих линейно независимых ча-

стных решений (фундаментальная система решений): 

 х1(п) = п
1 , х2(п) = п

2 , …, хk(п) = п
k . (1.4.3) 

В этом случае общее решение линейного разностного уравнения (1.4.1) записы-

вается в виде линейной комбинации фундаментальной системы решений: 

 х
0
(п) = С1

п
1  + С2

п
2  + … + Сk

п
k , (1.4.4) 

Ci = const, i = 1, 2, …, k. 

Пример 1.4.1. Решить разностное уравнение второго порядка 

x(п + 2) – 5x(п + 1) + 6x(п) = 0. 

Решение. Характеристическое уравнение λ
2
 – 5λ +6 = 0 имеет корни 

λ1 = 2 и λ2 = 3. Тогда, согласно равенствам (1.4.3), частными линейно независи-

мыми решениями уравнения являются функции х1(п) = 2
п
 и х2(п) = 3

п
, а общим 

решением – решетчатая функция 

х
0
(п) = С1∙2

п
 + С2∙3

п
, C1, C2 – const. 

2. Пусть среди различных корней характеристического уравнения (1.4.2) 

имеются комплексно-сопряженный корень вида λ = α ± βi. 

Как и в теории линейных дифференциальных уравнений, можно показать, 

что если комплекснозначная функция х(п) = U(п) + iV(n) является решением ли-

нейного однородного разностного уравнения, то функции U(п) и V(n) – также 

решения этого уравнения. Далее нетрудно доказать, что решетчатые функции 

 х1(п) = r
n
cosnφ; х2(п) = r

n
sinnφ (1.4.5) 

являются линейно независимыми решениями линейного однородного разност-

ного уравнения (1.4.1), отвечающими комплексно-сопряженному корню α ± βi 

характеристического уравнения (1.4.2). Общее решение записывается в виде их 

линейной комбинации. 

Пример 1.4.2. Решить разностное уравнение третьего порядка 

x(п + 3) – 4x(п + 2) + 6x(п + 1) – 4х(п)= 0. 

Решение. Характеристическое уравнение 

λ
3
 – 4λ

2
 + 6λ – 4 = (λ – 2)(λ

2
 – 2λ + 2) = 0 

имеет корни λ1 = 2 и λ2,3 = – 1 ± i. Так как 

λ = – 1 + i = 2
i

е 4

3

 = 2 









4

3
sin

4

3
cos


i , 

то согласно формулам (1.4.5) числам λ2,3 отвечают действительные решения 
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х2(п) = 22

п

cos
4

3 п
 и х3(п) = 22

п

sin
4

3 п
. 

Числу λ1 = 2 отвечает решение х1(п) = 2
п
. 

Итак, общее решение исходного уравнения имеет вид 

х
0
(п) = С12

п
 + 22

п











4

3
sin

4

3
cos 32

п
С

п
С


, п = 0, 1, …. 

3. Пусть λ  – корень кратности т характеристического уравнения (1.4.2). 

Тогда ему отвечает т следующих линейно независимых решений: 

 х1(п) = п , х2(п) = пп , х3(п) = 2пп , …, хт(п) = 1тпп . (1.4.6) 

Общее решение записывают в виде их линейной комбинации. 

Пример 1.4.3. Найти решение разностного уравнения третьего порядка 

x(п + 3) – 3x(п + 2) + 3x(п + 1) + x(п)= 0. 

Решение. Характеристическое уравнение 

λ
3
 + 3λ

2
 + 3λ + 1 = (λ + 1)

3
 

имеет трехкратный корень λ1 = λ2 = λ3= – 1. Тогда с учетом формулы (1.4.6) по-

лучим общее решение исходного разностного уравнения в виде 

х
0
(п) = (С1 + С2п + С3п

2
)(– 1)

п
. 

Пример 1.4.4. Решить начальную задачу: 

x(п + 2) – 2x(п + 1) – 3x(п) = 0; х(0) = 1; х(1) = 1. 

Решение. Характеристическое уравнение 

λ
2
 – 2λ – 3 = 0 

имеет корни λ1 = – 1, λ2 = 3. Тогда общее решение исходного уравнения имеет 

вид 

х(п) = С1(– 1)
п

 

+ С23
п
. 

Так как 

х(0) = С1(– 1)
0

 

+ С23
0
 = С1 + С2, 

х(1) = С1(– 1)
1

 

+ С23
1
 = – С1

 

+ 3С2, 

то, исходя из начальных условий, получаем систему 









,13

,1

21

21

СС

СС

 

из которой С1 = 
2

1
, С2 = 

2

1
. 
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Тогда искомым частным решением будет решетчатая функция 

х(п) = .3
2

1
)1(

2

1 пп   

 

§ 2 Z-преобразование 

2.1 Понятие о Z-преобразовании 

Пусть {f(n), n = 0, 1, 2,…} – последовательность чисел (решетчатая функ-

ция), удовлетворяющая условиям: 

 f(n) ≡ 0 при п < 0, 

|f(n)| < Me
αn,

, где М и α – положительные числа. 

По аналогии с преобразованием Лапласа будем называть такую решѐтча-

тую функцию f(n) оригиналом. 

Изображение последовательности {f(n)} – функция F(z) комплексного 

переменного z, определяемая равенством 

 F(z) = 






0

)(
п

nznf  = 


0

)(

п
nz

nf
 (2.1.1) 

называется ее Z-преобразованием (преобразованием Лорана). 

Доказано, что ряд в правой части равенства (2.1,1) будет сходиться рав-

номерно к F(z) в области |z| ≥ R1 > R, где R = n

n
nf )(lim


. В указанной области 

функция F(z) является аналитической. 

Для обозначения Z-преобразования решѐтчатой функции f(n) часто ис-

пользуется символ Z{f(n)}. 

Если функция комплексного переменного F(z) является Z-преобразова-

нием решѐтчатой функции f(n), то символически можно записать и так: 

F(z)  f(n). 

Оригинал – решѐтчатая функция f(n) по ее изображению F(z) находится с 

помощью обратного Z-преобразования по формуле: 

f(n) = 


C

n dzzzF
i

1)(
2

1


, п = 0, 1, …, 

где С – любая окружность радиуса |z| = R1 > R, обходимая против часовой 

стрелки. 

Найдем Z-преобразования некоторых решѐтчатых функций, основываясь 

на определении. 

Пример 2.1.1. Пусть f(n) = 1(п) = 1. 

По формуле (2.1.1) 

Z{1} = 


0

1

п
nz

 = 

z

1
1

1



 = 
1z

z
, 

если 
z

1
 < 1, то есть |z| > 1.  
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Итак, 1  
1z

z
. 

Здесь воспользовались фактом, что при |z| > 1 сумма 


0

1

п
nz

 является убы-

вающей геометрической прогрессией. 

Сумма членов убывающей геометрической прогрессии 

b1 + b1q + b1q
2
 + b1q

3
 + …, где |q| < 1, 

находится по формуле 

S = 
q

b

1

1 . 

Пример 2.1.2. Пусть f(n) = а
п
е

αп
. 

Тогда 

F(z) = 


0п
n

пп

z

еа 

 = 














0п

п

z

ае
 = 

z

ае
1

1
 = 

aez

z


, 

если |z| > |ае
α
| > |а|е

α
. 

Итак, 

а
п
е

αп
 

aez

z


. 

В частности, если а = 1, получим 

е
αп

 
ez

z


; 

а при α = 0: 

а
п
 

az

z


. 

Пример 2.1.3. Пусть f(n) = 
!п

ап

, тогда 

F(z) = 


0 !п
n

п

zп

а
 = 














0 !п

п

п

z

а

 = zе



. 

(Использовали формулу 


0 !п

п

п

x
 = е

х
). 

Итак, 

!п

ап

  zе



, 

если |z| > |а|. 
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2.2 Основные свойства Z-преобразования 

Рассмотрим лишь основные свойства, которые будут использованы при 

решении задач. 

 

1. Свойство линейности 

Пусть fi (n)  Fi (z), i = 1, 2, …, k; ci = const, i = 1, 2, …, k. 

Тогда 


k

i
ii nfc

1

)(   


k

i
ii zFc

1

)( . 

 

2. Свойство запаздывания (смещения) 

Пусть f(n)  F(z), тогда 

f(n – 1)  z 
– 1

F(z), 

f(n – 2)  z 
– 2

F(z), 

… 

 f(n – k)  z 
– k

F(z), k = 1, 2, …, (2.2.1) 

где f(n – k) = 0 при n – k < 0. 

 

3. Свойство опережения 

Если f(n)  F(z), то 

 f(n + k)  z
k
F(z) – z

k 
f(0) – z

k – 1
f(1) – … – zf(k – 1). (2.2.2) 

 

4. Свойство дифференцирования изображения 

В п. 2.1 было указано, что Z-преобразование F(z) решѐтчатой функции 

f(n) является аналитической функцией, то есть дифференцируемой в области 

|z| > R. 

Если f(n)  F(z), то 

пf(n)  – z 
dz

zdF )(
. 

Свойства Z-преобразования: умножение изображений, свертка оригина-

лов, теорема о предельных значениях можно найти в литературе (см., например, 

[2] гл. 5, п. 5.3.2). 

 

2.3 Нахождение оригинала по изображению 

В простейших случаях восстановить решѐтчатую функцию по ее изобра-

жению можно используя таблицу основных Z-преобразований и его свойства. 

Рассмотрим способы нахождения оригинала по его изображению для не-

которых простейших случаев. 

Вспомогательные утверждения: 

1) точки, в которых нарушается аналитичность функции F(z), называются 

особыми точками; 
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2) особые точки, для каждой из которых существует такая ее окрестность, 

в которой нет других особых точек функции F(z), называются изолированными 

особыми точками; 

3) изолированная особая точка z0 (z0 – комплексное число), функции F(z) 

называется полюсом, если 
0

lim
zz

F(z) = ∞; 

4) если F(z) = 
)(

)(

zQ

zP
, где P(z) и Q(z) – многочлены, то особыми точками 

являются нули знаменателя, то есть корни многочлена Q(z). Простому (не крат-

ному) корню соответствует простой полюс, кратному – кратный полюс. 

Первый способ 

Пусть z1, z2, …, zk – особые точки функции F(z), лежащие внутри круга 

|z| = R1. Тогда решѐтчатая функция f(n) может быть найдена по формуле 

 f(n) = 







k

i

n

zz
zzFs

i1

1))((Re , (2.3.1) 

где ))((Re 1


 n

zz
zzFs

i

 = ])()[(lim 1


 n

i
zz

zzFzz
i

, если zi, i = 1, 2, …, k, простые по-

люсы. 

Если F(z) имеет полюс z0 кратности т, то 

 ))((Re 1

0




 n

zz
zzFs  = ])()[(lim

)!1(

1 1
01

1

0












nm

m

m

zz
zzFzz

dz

d

т
. (2.3.2) 

Пример 2.3.1. Найти решѐтчатую функцию f(n), если ее Z-преобразо-

вание F(z) = 
)1)(3)(2(

2





zzz

z
. 

Решение. Функция F(z) имеет простые полюсы z1 = – 3, z2 = 1, z3 = 2. Зна-

чит, на основании формулы (2.3.1) имеем: 

f(n) = ))((Re 1

1




 n

zz
zzFs  + ))((Re 1

2




 n

zz
zzFs  + ))((Re 1

3




 n

zz
zzFs  = 

= ])()3[(lim 1

3




 n

z
zzFz  + ])()1[(lim 1

1




 n

z
zzFz  + ])()2[(lim 1

2




 n

z
zzFz  = 

= 
1

3 )1)(2(

2
lim 






 n

z
z

zz

z
+ 

1

1 )3)(2(

2
lim 






 n

z
z

zz

z
+ 

1

2 )1)(3(

2
lim 






 n

z
z

zz

z
 

 
1)3(

20

1  n
 – 

4

3

 
+ 

n2
5

2
 . 

Итак, 

f(n) = 
1)3(

20

1  n
 + 

n2
5

2
  – 

4

3
. 
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Пример 2.3.2. Найти решѐтчатую функцию f(n), если ее Z-преобразо-

вание F(z) = 
3)2(

3





z

z
. 

Решение. Точка z = 2 – полюс третьего порядка для функции F(z). С уче-

том формулы (2.3.2) получим 

f(n) = 















 



1

3

3

2 )2(

3
)2(lim

2

1 n

z
z

z

z
z =   2

1)3(
2

1


 
 z

nzz  =  

=   2
21 )1(3

2

1


 
 z

nn znzn  =   2

32 )2)(1(3)1(
2

1


  z
nn znnznn  = 

= 
22

2

)1( 
 nnn

+
32

2

)2)(1(3 
 nnnn

 = (5п
2
 – 11п + 6)∙2

п – 4
. 

Итак, 

f(n) = 5(п –1) (п – 
6

5
)∙2

п – 4
. 

Второй способ 

Пусть F(z) = 
)(

)(

zQ

zP
, P(z) и Q(z) – многочлены, степень числителя меньше 

степени знаменателя, корни знаменателя простые. 

Тогда, разложив F(z) на сумму простых дробей, например, методом неоп-

ределенных коэффициентов, найдем решѐтчатые функции для каждого слагае-

мого и воспользуемся свойством линейности Z-преобразования. 

Пример 2.3.3. Найти решѐтчатую функцию f(n) по известному ее            

Z-преобразованию F(z) = 
23

1
2 



zz

z
. 

Решение. Так как z
2
 + 3z + 2 = (z + 1)(z + 2), то функция F(z) имеет про-

стые полюсы z1 = – 2, z2 = – 1. 

Разложим F(z) на сумму простых дробей: 

23

1
2 



zz

z
 = 

1z

А
 + 

2z

В
. 

Методом неопределенных коэффициентов находим А = – 2, В = 3. Тогда 

F(z) = 
1

1
2




z
 + 

2

1
3




z
. 

Для нахождения оригинала f(n) воспользуемся таблицей, свойствами 

смещения и линейности. 

Так как а
п
  

аz

z


, а  R, то как а

п – 1
  

аz

z

z 


1
 = 

аz 

1
 (свойство за-

паздывания). 

Значит, 

1

1

z
 = 

1

1




z

z

z
  (– 1)

п – 1
; 
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2

1

z
 = 

2

1




z

z

z
  (– 2)

п – 1
. 

Таким образом, 

F(z) = 
1

1
2




z
 + 

2

1
3




z
  – 2∙(– 1)

п – 1
 + 3∙(– 2)

п – 1
, 

f(n) = – 2∙(– 1)
п – 1

 + 3∙(– 2)
п – 1

. 

Третий способ 

Пусть F(z) = 
)(

)(

zQ

zP
 – правильная дробь и корни знаменателя z1, z2, …, zk –

простые. Тогда решѐтчатая функция f(n) может быть найдена по формуле 

 f(n) = 






k

i

n

i

i

i z
zQ

zР

1

1

)(

)(
. (2.3.3) 

Пример 2.3.4. Найти решѐтчатую функцию f(n), если F(z) = 
67

2
3 



zz

z
. 

Решение. Обозначим Р(z) = z + 2, Q(z) = z
3
 – 7z + 6 = (z + 3)(z – 1)(z – 2), 

Q′(z) = 3z
2
 – 7. 

Так как корни знаменателя простые (у функции F(z) простые полюсы), то 

f(n) = 
1

3
2

)3(
73

2 






 n

zz

z
 + 

1

1
2

1
73

2 






 n

zz

z
 + 

1

2
2

2
73

2 






 n

zz

z
 =  

= 
1)3(

20

1  n
 – 

11
4

3  n
 + 

12
5

4  n
 = 

1)3(
20

1  n
 + 

12
5

4  n
 – 

4

3
. 

Итак, 

f(n) = 
1)3(

20

1  n
 + 

n2
5

2
  – 

4

3
. 

 

§ 3 Применения Z-преобразования 

3.1 Решение линейных разностных уравнений с постоянными         

коэффициентами и их систем 

Рассмотрим задачу Коши для линейного разностного уравнения k-го по-

рядка с постоянными коэффициентами: 

а0x(п + k) + a1x(п + k – 1) + …+ ak – 1x(п + 1) + akx(п) = f(n), (3.1.1) 

 х(0) = х0, х(1) = х1, …, х(k – 1) = хk – 1,  (3.1.2) 

где аi. i = 0, 1, …, k постоянные коэффициенты, f(n) – заданная решѐтчатая 

функция. 

Требуется найти решение уравнения (3.1.1) – решѐтчатую функцию x(п), 

удовлетворяющую условиям (3.1.2). 

Будем предполагать, что входящие в уравнение (3.1.1) решѐтчатые функ-

ции имеют Z-преобразования. Построение решения задачи (3.1.1), (3.1.2) про-
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ведем по схеме применения преобразования Лапласа к решению задачи Коши 

для линейного дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами. 

 

Алгоритм решения задачи 
1. Применяем Z-преобразование с учетом его свойств к обеим частям 

уравнения (3.1.1), обозначив x(п)  Х(z). 

2. Решаем полученное алгебраическое уравнение (операторное) относи-

тельно изображения Х(z). 

3. Применяем к Х(z) обратное Z-преобразование, находим оригинал – ре-

шѐтчатую функцию x(п). 

Замечание. Задача Коши для системы линейных разностных уравнений 

формулируется и решается аналогично. 

Пример 3.1.1. Найти решение задачи Коши: 

х(п + 2) – 4х(п + 1) + 4х(п) = п∙2
п
, х(0)=1, х(1) = 

6

23
. 

Решение. Задано уравнение второго порядка. 

Пусть x(п)  Х(z), п∙2
п
  2∙

2)2( z

z
 (из таблиц). 

По свойству опережения найдем 

х(п + 1)  zХ(z) – zx(0) = zХ(z) – z; 

х(п + 2)  z
2
Х(z) – z

2
x(0) – zx(1) = z

2
Х(z) – z

2
 – 

6

23
z. 

На основании свойства линейности получим операторное уравнение от-

носительно функции Х(z): 

z
2
Х(z) – z

2
 – 

6

23
z – 4zХ(z) + 4z + 4Х(z) = 2∙

2)2( z

z
. 

Решим операторное уравнение относительно изображения Х(z): 

Х(z)(z
2
 – 4z + 4) = 2∙

2)2( z

z
 + z

2
 – 

6

1
z, 

Х(z) = 
4)2(

2

z

z
 + 2

2

)2( z

z
 – 

2)2(6 z

z
. 

Найдем оригинал (решѐтчатую функцию) соответствующую Х(z): 

4)2(

2

z

z
  

пппп
2

6

)1)(2(

4

1



 . 

(Использовали формулу таблицы 1)(  m

т

az

zа
  

nm
n aC , а = 2, т = 3). 

2

2

)2( z

z
  (п + 1)∙2

п 
 (формула 8 таблицы); 
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2)2(6

1




z

z
  

6

1
п∙2

п –  1
 (формула 7 таблицы). 

Итак, 

x(п) = 
пппп

2
24

)1)(2(



 + (п + 1)∙2

п
 – 

6

1
п∙2

п –  1
 = (п + 1)∙2

п
 + п

2










8

1

24

п
∙2

п
. 

Пример 3.1.2. Найти решение задачи Коши для системы линейных разно-

стных уравнений первого порядка: 

5х(п + 1) = 12x(п) + у(п), 

5у(п + 2) = 6x(п) + 13у(п), 

x(0) = 2, у(0) = 1. 

Решение. Пусть 

x(п)  Х(z), у(п)  Y(z). 

х(п + 1)  zХ(z) – 2z, 

у(п + 1)  zY(z) – z. 

Построим систему операторных уравнений: 

5zХ(z) – 10z = 12Х(z) + Y(z), 

5zY(z) – 5z = 6Х(z) + 13Y(z), 

или 

(5z – 12)Х(z) – Y(z) = 10z, 

–6Х(z) + (5z – 13)Y(z) = 5z. 

Решая систему алгебраических уравнений относительно Х(z) и Y(z), полу-

чим: 

Х(z) = 
2

2

z
 + 

3

3

z
, Y(z) = 

)3)(2(

2

 zz

z
. 

Найдем оригиналы 

2

2

z
  2∙2

п – 1
, 

3

3

z
  3∙3

п – 1
 = 3

п
; (воспользовались формулой а

п  – k
  

)(

1
1 azz k 

); 

)3)(2(

2

 zz

z
  – 4∙2

п – 1
 + 9∙3

п – 1
 = – 2

п + 1
 + 3

п + 1
 

(воспользовались формулой f(n) = 






k

i

n

i

i

i z
zQ

zР

1

1

)(

)(
, где P(z) = z

2
; 

Q(z) = (z – 2)(z – 3)). 

Итак, 

x(п) = 2
п
 + 3

п
, 

у(п) = – 2
п + 1

 + 3
п + 1

. 
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3.2 Применение Z-преобразования к анализу выходных процессов 

линейных дискретных стационарных динамических систем 

Одной из задач теории автоматического регулирования и управления яв-

ляется задача изучения реакции динамической системы на входной сигнал, то 

есть нахождение выходного сигнала. 

В зависимости от формы, в которой описывается математическая модель 

динамической системы, выделяют динамические системы: 

- непрерывные, которые описываются дифференциальными уравнениями; 

- дискретные – описываются разностными уравнениями; 

- линейные и нелинейные – описываются линейными и нелинейными 

уравнениями; 

- стационарные и нестационарные – описываются уравнениями с посто-

янными или переменными коэффициентами; 

- одномерные и многомерные – у многомерных суммарное число входов 

и выходов больше двух. 

Для решения задач анализа линейных непрерывных одномерных и мно-

гомерных стационарных динамических систем применяется преобразование 

Лапласа (изучено нами ранее, см. [3], [4]). 

Рассмотрим применение Z-преобразования для решения задач анализа 

линейных дискретных одномерных стационарных динамических систем. 

Постановка задачи: 

1) задан входной сигнал g(n), n = 0, 1, 2, …; 

2) задана одномерная линейная дискретная стационарная динамическая 

система, поведение которой описывается в общем случае разностным уравне-

нием вида 

аkx(п + k) + ak – 1x(п + k – 1) + … + a0x(п) = 

= bmg(п + m) + bm – 1g(п + m – 1) + … + b0g(п); (3.2.1) 

3) заданы начальные условия 

 х(0) = х0, х(1) = х1, …, х(k – 1) = хk – 1,  (3.2.2) 

здесь a0, a1, …, ak; b0, b1, …, bm – числа, заданные коэффициенты, k ≥ m. 

Требуется найти выходной сигнал x(п). 

Будем предполагать, что входной сигнал g(п) и выходной сигнал x(п), 

n = 0, 1, 2, …, являются оригиналами. Применим Z-преобразование к обеим 

частям уравнения (3.2.1) с учетом свойств линейности и опережения. Получим 

операторное уравнение 

(akz
k
 + … + a0)Х(z) – x0(akz

k
 + ak – 1z

k – 1
 + … + a1z) – x1(akz

k – 1
 + … +a2z) – 

 … – xk – 1akz = (bmz
m
 + … + b0)G(z) – g(0)(bmz

m
 + … + b1z) – … –  

– g(m – 1)bmz, (3.2.3) 

где x(п)  Х(z), g(п)  G(z). 

Обозначим 

D(z) = akz
k
 + … + a0, M(z) = bmz

m
 + … + b0, 

DН (z) = x0(akz
k
 + … + a1z) + x1(akz

k – 1
 + … +a2z) + … + xk – 1akz; 

Dg(z) = g(0)(bmz
m
 + … + b1z) + g(1)(bmz

m – 1
 + … + b2z) + … +  

+ g(m – 1)bmz. 
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Тогда уравнение (3.2.3) может быть записано в виде 

D(z)Х(z) = M(z)G(z) + DН (z) – Dg (z). 

Из последнего уравнения находим Z-преобразование выходного сигнала: 

 Х(z) = 
)(

)(

zD

zDН  + W(z) G(z) – 
)(

)(

zD

zDg
, (3.2.4) 

где функция 

 W(z) = 
)(

)(

zD

zМ
 = 

0

0

aza

bzb
k

k

m
m








 (3.2.5) 

является передаточной функцией. 

Выходной сигнал x(п) определяем из уравнения (3.2.4) с помощью обрат-

ного Z-преобразования. 

Замечание 3.2.1 В уравнении (3.2.4) первое слагаемое описывает движе-

ние под действием ненулевых начальных условий и нулевом входном сигнале 

(свободное движение); второе и третье слагаемые – движение под действием 

входного сигнала при нулевых начальных условиях (вынужденное движение). 

Если начальные условия нулевые, выходной сигнал определяется вынуж-

денным движением. 

Если т = 0, функция Dg (z)  = 0, 

Х(z) = 
)(

)(

zD

zDM  + W(z)∙G(z). 

Если т = 0 и начальные условия нулевые 

Х(z) = W(z)∙G(z). 

Замечание 3.2.2. Если при решении задачи нет необходимости в анализе, 

прозвучавшем в замечании 3.2.1, то Z-преобразование выходного сигнала мож-

но найти непосредственным разрешением уравнения (3.2.3) относительно Х(z). 

Итак, при решении задач анализа выходных процессов следует придер-

живаться следующего алгоритма: 

1) найти Z-преобразование входного сигнала 

G(z) = Z{g(п)}; 

2) определить передаточную функцию W(z); 

3) определить функции D(z), DН(z), Dg(z); 

4) найти Z-преобразование выходного сигнала по формуле (3.2.4); 

5) найти выходной сигнал x(п), применяя обратное Z-преобразование к 

Х(z). 

Пример 3.2.1. Найти реакцию дискретной динамической системы, опи-

сываемой уравнением 

x(п + 1) – 4x(п) = 4g(п), 

на входной сигнал g(п) = п при нулевых начальных условиях x(0) = х0 = 0. 

Решение. Предполагаем, что x(п)  Х(z). 

1. Найдем Z-преобразование входного сигнала: 

п  G(z) = 
2)1( z

z
. 
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2. Построим передаточную функцию W(z). 

Так как k = 1, m = 0, a1 = 1, a0 = – 4, b0 = 4, то M(z) = 4, D(z) = z – 4, то 

W(z) = 
4

4

z
. 

3. Так как х0 = 0, m = 0, то DН (z) = 0, Dg(z) = 0, то 

Х(z) = W(z)G(z) = 
4

4

z
∙

2)1( z

z
. 

Найдем выходной сигнал, применяя обратное Z-преобразование к по-

строенному изображению Х(z). Для этого представим Х(z) в виде суммы про-

стых дробей: 

Х(z) = 4z∙
4

1

z
∙

2)1(

1

z
 = 

9

4




















 1)1(
3

4 2 z

z

z

z

z

z
. 

Используя свойства линейности и таблицу, находим 

x(п) = 
9

4
(4

п
 – 3п – 1). 

Ответ: x(п) = 
9

4
(4

п
 – 3п – 1), п = 0, 2, … 

Пример 3.2.2. Найти реакцию дискретной динамической системы, опи-

сываемой уравнением 

x(п + 2) – 5x(п + 1) + 6x(п) = g(п + 2) – 3g(п + 1) + 2g(п), 

на входной сигнал g(п) = 1 при начальных условиях x(0) = 1, x(1) = 2. 

Решение. Очевидно, k = 2, m = 2, a2 = 1, a1 = – 5, a0 = 6, b2 = 1, b1 = – 3, 

b0 = 2. 

1. Найдем Z-преобразование входного сигнала: 

G(z) = Z{1} = 
1z

z
. 

2. Построим передаточную функцию W(z): 

W(z) = 
01

2
2

01
2

2

azaza

bzbzb




 = 

65

23
2

2





zz

zz
 = 

)3)(2(

)2)(1(





zz

zz
 = 

3

1





z

z
. 

Определим 

DН (z) = z
2
 – 3z, D(z) = z

2
 – 5z + 6, 

Dg(z) = g(0)(b2z
2
 + b1z) + g(1)b2z = z

2
 – 3z + z = z

2
 – 2z, g(0) = g(1) = 1. 

3. Найдем Z-преобразование выходного сигнала по формуле (3.2.4): 

Х(z) = 
65

3
2

2





zz

zz
 + 

3

1





z

z
∙

1z

z
 – 

65

2
2

2





zz

zz
 = 

2z

z
 

(выполнили действия над дробями в правой части соотношения). 

4. Найдем выходной сигнал: 

2z

z
  2

п
. 

Ответ: x(п) = 2
п
, п = 0, 2, … 
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Задачи для самостоятельного решения 

Применяя Z-преобразование, найти решение задач. 

1. x(п + 2) – 3x(п + 1) + 2x(п) = 0, 

x(0) = 2, x(1) = 3. 

2. x(п + 2) – 5x(п + 1) + 6x(п) = 0, 

x(0) = 1, x(1) = 2. 

3. x(п + 3) – 5x(п + 2) + 8x(п + 1) – 4x(п) = 0, 

x(0) = 0, x(1) = 2, x(2) = 1. 

4. x(п + 2) – 5x(п + 1) + 6x(п) = g(п), g(п) = 1, 

x(0) = 0, x(1) = 0. 

5. 








),(4)(3)1(

),(2)()1(

пупхпу

пупхпх
 

x(0) = 3, y(0) = – 4. 

6. 








),()()1(

),(3)()1(

пупхпу

пупхпх
 

x(0) = 3 , y(0) = 1. 

7. 








,0)(4)1(

,1)()1(

пхпу

пупх
 

x(0) = y(0) = 0. 

8. x(п + 2) – 5x(п + 1) + 6х(п) = g(п + 1) – 3g(п), g(п) = 1, 

x(0) = 1, x(1) = 2. 

Решить задачу анализа выходных процессов. 

9. 








),(2)()1(

,1)(),()()(4)1(

пупхпу

ngngпупхпх
 

x(0) = 
4

7
, у(0) = 

4

13
. 

10. 










,3)(2)1(

,3)()()1(

п

п

пхпу

пупхпх
 

x(0) = 3, y(0) = 0. 

Ответы: 

1. x(п) = 1 + 2
п
; 

2. x(п) = 2
п
; 

3. x(п) = – 7 + 7∙2
п
 – 

2

5
п∙2

п
; 
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4. x(п) = 
2

1
 – 2

п
 + 

2

1
3

п
; 

5. x(п) = 1 + 2
п + 1

, у(п) = – 1 – 3∙2
п + 1

; 

6. x(п) = – 3 ∙2
п
∙sin

3

п
 + 3 ∙2

п
∙cos

3

п
, 

y(k) = 2
п
∙cos

3

п
 + 2

п
∙sin

3

п
. 

7. x(п) = – 
3

1
 + 

12

1
 (– 2)

п + 1
 + 2

п – 1
, 

y(п) = 
3

4
 – 

3

1
 (– 2)

п
 – 2

п
. 

8. x(п) = 3∙2
п
  – 1 – 3

п
; 

9. x(п) = 2∙3
п
 – 

3

1
п∙3

п
 – 

4

1
, у(п) = 3

п + 1
 – 

3

1
п∙3

п
 + 

4

1
. 

10. x(п) = 3
п
 + 2

п
 + (– 1)

п
, у(п) = (– 2)

п
 + 2∙(– 1)

п
 – 3

п
, п = 0, 1, … 
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Приложение А 

Таблица А1 – Основные Z-преобразования 

№ f(n) F(z) 

1 1 
1z

z
 

2 (– 1)
п 

1z

z
 

3 е
αп 

ez

z


 

4 a
n 

az

z


 

5 a
n
е

αп
 

аez

z


 

6 
!п

а п

 z

a

е  

7 пa
n – 1

 
2)( az

z


 

8 (п + 1)a
n

 
2

2

)( az

z


 

9 a
n
sin βn 22 cos2

sin

аaz

az

 


 

10 a
n
cos βn 22 cos2

)cos(

аaz

azz








 

11 n 2)1( z

z
 

12 n
2 

2)1(

)1(





z

zz
 

13 


n

k

kf
0

)(  )(
)1(

zF
z

z


 

14 k
nC , k = 1, 2, … 1)1(  kz

z
 

15 
k
nC a

n
 1)(  т

т

аz

zа

 

16 f(n – k) 
kz

zF )(
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Продолжение таблицы А1 

№ f(n) F(z) 

17 f(n + k) 





1

0

)()(
k

i

ikk zifzFz  

18 nf(n) – zF′(z) 

19 a
– n

f(n) F(az) 

20 f(n)*g(n) F(z)G(z) 
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