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 1 Дифференциальные уравнения первого порядка 

Дифференциальное уравнение первого порядка можно записать в виде 

0);;(
/ yyxF . (1.1) 

Уравнение (1.1) связывает независимую переменную x , неизвестную 

функцию y  и ее производную 
/

y . Если уравнение (1.1) можно разрешить отно-

сительно 
/

y , то его записывают в виде 

);(
/

yxfy   (1.2), 

и называют разрешенным относительно 
/

y . 

1.1 Дифференциальные уравнения первого порядка с раз-
деляющимися переменными 

Уравнение вида  

0)()()()( 2211  yyxfxyxf dd   (1.3) 

называется дифференциальным уравнением первого порядка с разделяющимися 

переменными в дифференциальной форме. 

Особенность: Коэффициенты при xd и yd  – множители, каждый из кото-

рых содержит только одну переменную. 

Разделить переменные это значит собрать по одну сторону от знака ра-

венства множители, содержащие одну переменную и ее дифференциал, а по 

другую – с другой переменной и ее дифференциалом. 

Для его решения воспользуемся следующим алгоритмом: 

1. Перенесем слагаемое с xd в правую часть 

xyxfyyxf dd  )()()()( 1122  . (1.4) 

2. Разделим получившееся уравнение на 0)()( 12  yxf  . Получаем: 

x
xf

xf
y

y

y
dd

)(

)(

)(

)(

2

1

1

2 



. (1.5) 

Полученное уравнение (1.5) называется дифференциальным уравнением 

первого порядка с разделенными переменными. 

3. Проинтегрируем левую и правую части уравнения (1.5) 

Сx
xf

xf
y

y

y
  dd

)(

)(

)(

)(

2

1

1

2




, (1.6) 
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где С – произвольная постоянная. 

4. Вычисляя интегралы в (1.6) и выражая искомую функцию y получаем 

общее решение дифференциального уравнения (1.3). 

Чаще можно встретить запись уравнения (1.3) в виде: 

)()(
/

yxfy  . (1.7) 

В этом случае 
/

y  представляем в виде 
x

y
y

d

d
/

, умножаем полученное 

уравнение на xd и решаем согласно приведенному выше алгоритму. 

Пример 1 

Найти общее решение (общий интеграл) дифференциального уравнения: 

0sincoscossin  xyxyyx dd  

Согласно алгоритму решения имеем: 

1. Перенесем слагаемое с xd в правую часть 

xyxyyx dd sincoscossin  . 

2. Разделим получившееся уравнение на 0sinsin  yx : 

x
x

x
y

y

y
dd

sin

cos

sin

cos
 . 

3. Проинтегрируем левую и правую части полученного уравнения: 

Cx
x

x
y

y

y
  dd

sin

cos

sin

cos
. 

4. Вычисляя интегралы, и выражая искомую функцию y , получаем: 

1lnsinlnsinln Cxy  ; 

)sinln(sinln 1 xCy  ; 

xCy sinsin 1  ; 

)sinarcsin( 1 xCy   – искомое общее решение исходного уравнения, где  

1C  – const. 

Пример 2 

Найти общее решение (общий интеграл) дифференциального уравнения: 

)3(
/  yxy ctg . 

Решение 

Заменяем 
x

y
y

d

d
/

: 

)3(  yx
x

y
ctg

d

d
. 

Умножим на 0d x левую и правую части: 
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xyxy dctgd  )3( . 

Разделим получившееся уравнение на 0)3( y : 

xx
y

y
dctg

d


 3
. 

Интегрируем левую и правую части: 

Cxx
y

y



 dctg

d

3
. 

Вычисляем интегралы и выражаем y : 

Cx
x

x
y   d

sin

cos
3ln ; 

1lnsinln3ln Cxy  ; 

xCy sin3 1  ; 

3sin1  xCy  – искомое общее решение исходного уравнения. 

Задания для самостоятельного выполнения: 

Найти общее решение (общий интеграл) дифференциального уравнения 

1. )1(tg/  yxy ; 11. 0d
cos

tg
d

cos

tg
22

 y
y

x
x

x

y
; 

2. 0d)1(d)1( 22  yxyxyx ; 12. 7tg/  yxy ; 

3. 0d1)1(d 22  yxyxxy ; 13. 02/  yyyx ; 

4. 012/2  xyy ; 14. 1)1( /  yey ; 

5. yxey 32/  ; 15. 0
cos

d
)3(dtg2

2


y

y
exye xx ; 

6. 0dd)1( 2  yxxy ; 16. 0)1(2 /2/  yxxyy ; 

7. 02/  yyyx ; 17. /2)1( yxxyy  ; 

8. 0sin)1(cos/  xyxy ; 18. 0)1(2)1( /2  yy exyxe ; 

9. 0ctg)43(/  xyy ; 19. 0)1()1( /32  yyyx ; 

10. 0dsincosdcossin  xxyyxy ; 20. 0lnsin/  yyxy . 
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1.2 Однородные дифференциальные уравнения перво-
го порядка 

Уравнение вида  

0);();(  yyxQxyxP dd  (1.8) 

называется однородным дифференциальным уравнением первого порядка в 

дифференциальной форме, если );( yxP  и );( yxQ  – однородные функции оди-

накового порядка, то есть выполняются равенства: 

);();( yxPyxP
k  ; 

);();( yxQyxQ
k  . 

Однородное дифференциальное уравнение первого порядка (1.8) обычно, 

с помощью математических преобразований, приводят к виду: 











x

y
y / . (1.9) 

Для решения уравнения (1.8) воспользуемся следующим алгоритмом: 

1. Переносим слагаемое с xd  в правую часть 

xyxPyyxQ dd  );();( . 

2. Полученное уравнение делим почленно на 0);(  xyxQ d : 

);(

);(

yxQ

yxP

x

y


d

d
. 

Получили уравнение вида (1.9) 

3. Вводим подстановку xxuy  )( , где )(xuu   – новая неизвестная функ-

ция, подлежащая определению, тогда uxuy
x

y
 //

d

d
: 

);(

);(/

uxxQ

uxxP
uxu  . (1.10) 

4. Путем математических преобразований, уравнение (1.10), приводится к 

дифференциальному уравнению с разделяющимися переменными. (Ре-

шение см. п.п. 1.1) 

Пример 3 

Найти общее решение (общий интеграл) однородно дифференциального 

уравнения первого порядка: 

02)(
22  yxyxyx dd . 
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Согласно алгоритму решения: 

1. Перенесем слагаемое с xd в правую часть 

xyxyxy dd )(2
22  . 

2. Полученное уравнение делим почленно на 02  xxy d : 

xy

yx

x

y

2

)(
22 


d

d
. 

3. Вводим подстановку xxuy  )( , где )(xuu   – новая неизвестная 

функция, подлежащая определению, тогда uxuy
x

y
 //

d

d
: 

xux

uxx
uxu

2

)(
22

/ 
 ; 

ux

ux
uxu

2

22
/

2

)1( 
 ; 

u

uu
xu

2

21
22

/ 
 ; 

u

u
x

dx

du

2

1
2

 ; 

x

dx

u

duu






1

2
2

. 

Интегрируя, получаем: 

C
x

dx

u

duu







1

2
2

. 

Вычисляем интегралы: 

1
12

lnln)1ln( Cxu  
; 

x

C
u 12

1  ; 

11 
x

C
u – искомая функция )(xuu  . Подставляем ее в выражение 

xxuy  )(  и находим общее решение исходного уравнения: 

x
x

C
y  11  – искомое общее решение. 

Пример 4 

Найти общее решение (общий интеграл) дифференциального уравнения 

x

y

exyxy /
. 

Решение: 
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1. Вводим замену xuy  , тогда uxuy  // : 

x

ux

exuxuxux  )(
/ . 

2. Делим на 0x : 

x

eux
uxu

u
)(/ 

 . 

3. Проводим элементарные преобразования и сводим уравнение к 

уравнению с разделяющимися переменными: 

ueuxu
u / ; 
u

exu / . 

4. Решаем полученное уравнение: 

u
ex

x

u


d

d
; 

x

x

e

u
u

dd
 ; 

C
x

x

e

u
u

 
dd

; 

1lnln Cxe
u 

; 

)ln( 1 xCe
u 

. 

5. Проводя обратную подстановку
x

y
u  , получаем общий интеграл: 

)ln( 1 xCe x

y


  

 – общий интеграл исходного уравнения. 

Задания для самостоятельного выполнения: 

Найти общее решение (общий интеграл) дифференциального уравнения 

1. 0dd)( 22  yxyxyx ; 11. 0dd)( 22  yxxyxy ; 

2. 
yx

y
y


/

; 12. 0d)3(d2 22  yxyxxy ; 

3. 
yx

yx
y




/

; 13. 0)4 22/  yyxxy ; 

4. 
22

/ 2

yx

xy
y


 ; 14. 02)2( /  yxyyx ; 

5. 02 22/2  yxyx ; 15. 0483 22/2  xxyyyx ; 
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6. 02)3( /22  xyyyx ; 16. 0lnln/ 
x

y
yx

x

y
xy ; 

7. 0/  x

y

xeyxy ; 
17. 0tg/ 

x

y

x

y
y ; 

8. yxxxyy dd)(  ; 18. 0ddln  xyy
y

x
x ; 

9. 0d)(d)(  yxyxxy ; 19. 
x

xyy
y

2/ 
 ; 

10. xyxxyyx ddd 22  ; 20. y

x

y

x

eyxyexy /22  . 

 

1.3 Линейные дифференциальные уравнения первого 
порядка 

Уравнение вида 

)()(
/

xqyxpy  , (1.11) 

где )(xp , )(xq – заданные функции, в частности– постоянные, называется ли-

нейным дифференциальным уравнением первого порядка. 

Особенность: искомая функция и ее производнаявходят в уравнение в 

первой степени. 

Для его решения воспользуемся следующим алгоритмом: 

1. Вводим подстановку )()( xvxuy  , где )(xuu   и )(xvv   – новые неиз-

вестные функции, подлежащие определению, тогда 
///

uvvuy
x

y


d

d
: 

)()(
//

xqvuxpuvvu  . (1.12) 

2. Выносим за скобки u (илиv ) во втором и третьем слагаемых (в первом и 

третьем слагаемых) соответственно: 

)())((
//

xqvxpvuvu 






. (1.13) 

3. Потребуем, чтобы выражение в скобках (*)  равнялось нулю, т.е. решим 

дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными относи-

тельно неизвестной функции )(xv (см. п.п. 1.1), и найдем ее: 

0)(
/  vxpv ; 

vxpv  )(
/

. (1.14) 
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4. Подставляя найденную из уравнения (1.14) функцию )(xvv   в уравнение 

(1.13), получаем: 

)(
/

xqvu  . (1.15) 

Примечание: слагаемое, содержащее (*) обнулилось, так как в пункте 3 

нашего алгоритма была найдена такая функция )(xvv  , что скобка (*) равна 

нулю! 

5. Решая уравнение (1.15), которое является дифференциальным уравнением 

с разделяющимися переменными первого порядка, находим вторую неиз-

вестную функцию )(xuu  . 

6. Тогда искомое общее решение исходного дифференциального уравнения 

(1.11) записываем как произведение функций )(xuu   и )(xvv  , найден-

ных в пунктах 3 и 5 нашего алгоритма (см. пункт 1 алгоритма). 

 

Пример 5 

Найти общее решение (общий интеграл) дифференциального уравнения 

xyy 42
/  . 

Решение: 

1. Вводим подстановку )()( xvxuy  , где )(xuu   и )(xvv   – новые не-

известные функции, подлежащие определению, тогда  
///

uvvuy
x

y


d

d

: 

xvuuvvu 42
//  . 

2. Выносим за скобки u  во втором и третьем слагаемых соответственно: 

xvvuvu 4)2(
// 






. 

3. Потребуем, чтобы выражение в скобках (*) равнялось нулю, т.е. решим 

дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными (см. п.п. 

1.1) и найдем функцию )(xvv  : 

02
/  vv ; 

vv  2
/

;
 

v
x

v
2

d

d
; 

x
v

v
d

d
 2 ; 
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  Cx
v

v
d

d
2 ; 

Cxv  2ln ; 

Cx
ev

 2 . 

4. Подставляя найденную функцию Cx
ev

 2  в уравнение пункта 2, полу-

чаем: 

xeu
Cx

4
2/  . 

Примечание: слагаемое, содержащее (*) обнулилось, так как была найде-

на такая функция 
Cx

ev
 2

, что скобка (*) равна нулю! 

5. Решая полученное уравнение, которое является дифференциальным урав-

нением с разделяющимися переменными первого порядка, находим вто-

рую неизвестную функцию )(xuu  : 

xe
x

u Cx
4

2 

d

d
; 

xexu
Cx

dd 12
4


 ; 

xexu
Cx

dd 12
4


 ; 

2
2 14 Cxexu

Cx
 


dd ; 

2
2 1 Cxeu

Cx



1)-(2 . 

6. Тогда искомое общее решение исходного дифференциального уравнения 

записываем как произведение функций )(xuu   и )(xvv  , найденных в 

пунктах 3 и 5 нашего алгоритма (см. пункт 1 алгоритма): 

CxCx
eCxey


 2

2
2

)( 1 1)-(2  – общее решение исходного уравнения. 

Задания для самостоятельного выполнения: 

Найти решение задачи Кошидля линейного дифференциального уравнения 

первого порядка 

1. 4/ 2 xyyx  , 3)1( y ; 11. 
22/ 32 xexxyy  , 0)0( y ; 

2. xxyy 4/ , 
4

3
)0( y ; 12. 1cossin/  xyxy , 0

2









y ; 

3. 
2

22/ xexxyy  , 5)0( y ; 13. xxxyyx 22/2 arctg)1(2)1(  , 0)0( y ; 

4. 22/2 )1(2)1( xxyyx  , 5)2( y ; 14. xyyx arcsin1 /2  , 1)0( y ; 
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5. 12/2  xyyx , 1)3( y ; 15. xyyx arctg)1( /2  , 1)0( y ; 

6. 2sin2cos/  xyxy , 3)0( y ; 16. xxyy 2sin
2

1
cos/  , 0)0( y ; 

7. xyxyxx 2)1()1( 2/2  , 0)1( y ; 17. 2/ )1()1(  xeyyx x , 1)0( y ; 

8. xexyyx 4/ 3  , ey )1( ; 18. xxyy 2sincos/  , 3)0( y ; 

9. xeyxyx  )1()1( 2/2 , 2)0( y ; 19. 
2

22/ xexxyy  , 0)0( y ; 

10. xexxyy cos/ 2sinsin  , 3
2









y ; 20. 

x
xyy

cos

1
tg/  , 0)0( y . 

 2 Дифференциальные уравнения второго порядка 

2.1 Уравнения второго порядка, допускающие понижение 
порядка 

Одним из методов решения дифференциальных уравнений второго по-

рядка является метод понижения порядка. Суть метода состоит в том, что с 

помощью подстановки дифференциальное уравнение второго порядка сводится 

к дифференциальному уравнению первого порядка. 

I. Рассмотрим уравнение 

)(
//

xfy  , (2.1) 

не содержащее явно неизвестной функции y  и ее производной 
/

y . 

Алгоритм решения: 

1. Понизим порядок, введя замену 

)(
/

xpy  , (2.2) 

где )(xpp   – новая неизвестная функция, зависящая от x , тогда )(
///

xpy  . 

Подставляя в уравнение (2.1), получаем: 

)()(
/

xfxp  . (2.3) 

Уравнение (2.2) – дифференциальное уравнение первого порядка с разде-

ляющимися переменными (решение см. § 1 п.п. 1.1), решая которое, находим 

функцию )(xpp  . 
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2. Подставляя в (2.2) найденную функцию )(xpp  , получаем диффе-

ренциальное уравнение с разделяющимися переменными, решая которое нахо-

дим неизвестную функцию y : 

)(
/

xpy   (2.4) 

Таким образом, решение уравнения (2.1) сводится к последовательному 

решению двух дифференциальных уравнений первого порядка: (2.3) и (2.4). 

Пример 6 

Найти общее решение (общий интеграл) дифференциального уравнения 

xxy 2sin
//  . 

Решение: 

1. Понизим порядок, введя замену 

)(
/

xpy  , 

где )(xpp   – новая неизвестная функция, зависящая от x , тогда )(
///

xpy  . 

Подставляя в уравнение, получаем: 

xxp 2sin
/  . 

2. Решаем полученное дифференциальное уравнение с разделяющимися 

переменными: 

xx
x

p
2sin 

d

d
; 

xxxp dd )2(sin  ; 

Cxxxp   dd )2(sin ; 

Сxxp  2
cos . 

3. Проводим обратную замену )(
/

xpy   и решаем второе дифференци-

альное уравнение с разделяющимися переменными: 

Сxxy  2/
cos ; 

Сxx
x

y
 2

cos
d

d
; 

xСxxy dd )cos(
2  ; 

  1
2

)cos( СxСxxy dd ; 

1

3

3
sin CСx

x
xy   – искомое общее решение исходного диффе-

ренциального уравнения. 

II. Рассмотрим уравнение 

);(
///

yxfy  , (2.5) 
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не содержащее явно искомой функции y . 

Алгоритм решения: 

1. Понизим порядок, введя замену 

)(
/

xpy  , (2.6) 

где )(xpp   – вспомогательная функция, зависящая от x , тогда )(
///

xpy  . 

Подставляя в уравнение (2.5), получаем: 

);()(
/

pxfxp  , (2.7) 

которое нужно решить относительно функции )(xpp  . 

2. Пусть );( 1cxp   – решение уравнения (2.7), тогда с учетом нашей 

замены, получим дифференциальное уравнение первого порядка, разрешаемое 

относительно функции )(xyy  : 

);( 1
/

cxy  . (2.8) 

3. Интегрируя уравнение (2.8) получаем: 

21);( cxcxy   d  (2.9) 

4. Таким образом, равенство (2.9) – искомое общее решение уравне-

ния (2.5). 

Пример 7 

Найти общее решение (общий интеграл) дифференциального уравнения 

///
yxy  . 

Решение: 

1. Понизим порядок, введя замену 

)(
/

xpy  , 

где )(xpp   – новая неизвестная функция, зависящая от x , тогда 

////
)( pxpy  . Подставляя в уравнение (2.5), получаем: 

pxp / , 

которое нужно решить относительно функции )(xpp  . 

2. Решаем полученное уравнение 

p
x

p
x 

d

d
; 

xppx dd  ; 
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C
x

x

p

p
 

dd
; 

)ln(ln Cxp  ; 

Cxp  . 

3. Проведѐм обратную подстановку )(
/

xpy   и решим полученное 

уравнение относительно неизвестной функции )(xyy  : 

Cxy /
; 

Cx
x

y


d

d
; 

  xxCy dd ; 

1

2

2
C

x
Cy   – искомое общее решение исходного уравнения. 

III. Рассмотрим уравнение 

);(
///

yyfy  , (2.10) 

не содержащее явно независимой переменной x . 

Алгоритм решения: 

1. Понизим порядок, введя замену 

)(
/

ypy  , (2.11) 

где )( ypp   – вспомогательная функция, зависящая от )(xyy  , тогда

y

p
ypyp

y

p

x

y

y

p
xypy

d

d

d

d

d

d

d

d
 )()())(((

///
. 

Подставляя в уравнение (2.10), получаем: 

);( pyf
y

p
p 

d

d
, (2.12) 

которое нужно решить относительно функции )( ypp  . 

2. Пусть );( 1cyp   – общее решение уравнения (2.12), тогда с уче-

том нашей замены, получим дифференциальное уравнение первого порядка, 

разрешаемое относительно функции )(xyy  : 

);( 1
/

cyy  . (2.13) 

3. Интегрируя уравнение (2.13) получаем: 
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2
1);(

cx
cy

y




d
. (2.14) 

4. Таким образом, равенство (2.14) – искомый общий интеграл урав-

нения (2.10). 

Пример 8 

Найти общее решение (общий интеграл) дифференциального уравнения 

//2/
2)( yyy  . 

Решение: 

1. Понизим порядок, введя замену 

)(
/

ypy  , 

где )( ypp   – вспомогательная функция, зависящая от y , тогда 
y

p
ypy

d

d
 )(

//
. 

Подставляя в уравнение имеем: 

dy

dp
ypp 2

2  . 

Полученное дифференциальное уравнение является уравнением с разде-

ляющимися переменными, которое решаем относительно функции )( ypp  : 

y

dy

p

dp

2
 ; 

C
y

dy

p

dp
 

2
; 

)ln(ln 1Cyp  ; 

1Cyp   – искомая функция )( ypp  . 

2. Проводим обратную замену и решаем полученное дифференциаль-

ное уравнение первого порядка относительно функции )(xyy  : 

1
/

Cyy  ; 

1Cy
dx

dy
 ; 

dxC
y

dy
 1 . 

3. Интегрируя получаем: 
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  dxC
y

dy
1 ; 

21 CxCy  . 

4. Таким образом 21 CxCy   – искомый общий интеграл исход-

ного уравнения. 

Задания для самостоятельного выполнения: 

Найти общее решение (общий интеграл) дифференциального уравнения 

1. 
x

y
y




1

/
// ; 11. 0)(2)1( 2///  yyy , 2)0(;0)0( /  yy ; 

2. 
x

y

x
y

/

2

// 1
 , 2)1(;1)1( /  yy ; 12. 2/// )(yyy  , 2)0(;1)0( /  yy ; 

3. xex
x

y
y 

/
// ; 13. 2/// )(12 yyy  ; 

4. 3///2 2)1( xxyyx  ; 14. 3/2/// )()( yyyy  ; 

5. 
xx

y
y

ln

/
//


 ; 15. /22/// )( yyyyy  ; 

6. 2/// )(1 yay  ; 16. yey 2//  , 1)0(;0)0( /  yy ; 

7. xxyy 2sintg///  , 0)0(;1)0( /  yy ; 17. 01//3  yy , 0)1(;1)1( /  yy ; 

8. 1
/

// 
x

y
y ; 18. 032 2//  yy , 1)2(;1)2( /  yy ; 

9. 
x

y

x
y

/

3

// 1
 ; 19. //2/ )1()(2 yyy  , 1)0(;0)0( /  yy ; 

10. 2)1( ///2  xyyx ; 20. 013//  yy , 0)1(;1)1( /  yy . 

2.2 Линейные однородные дифференциальные уравнения 
второго порядка с постоянными коэффициентами 

Дифференциальное уравнение вида 

0
///  yqypy , (2.15) 
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где p и q
 
– известные постоянные называется линейным однородным диффе-

ренциальным уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами 

(ЛОДУ-2). 

Для решения уравнения (2.15) составляем характеристическое уравнение 

(для его составления достаточно в уравнении (2.15) заменить //
y , /

y , y соответ-

ственно на 2
r , r и 1), таким образом получаем квадратное уравнение: 

0
2  qrpr . (2.16) 

В зависимости от корней характеристического уравнения (2.16) общее 

решение ЛОДУ-2 может иметь следующую структуру: 

 

Таблица 1 

Корни 21 rr  и Rrr 21,  21 rr  и Rrr 21,  
ibar 1  

ibar 2  

Вид общего 

решения 
xrxr

eCeCy 21

21   xrxr
exCeCy 11

21   )sincos( 21 bxCbxCey
ax   

Для использо-

вания в мето-

де вариации 

произвольных 

постоянных 

xr
ey 1

1   
xr

ey 2
2   

 

xr
ey 1

1   
xr

exy 1
2   

 

bxey
ax

cos1   

bxey
ax

sin2   

 

Пример 9 

Найти общее решение ЛОДУ-2: 

02
///  yyy . 

Решение: 

Составляем характеристическое уравнение, заменяя 
//

y ,
/

y , y соответст-

венно на 2
r , r и 1), таким образом, получаем квадратное уравнение: 

02
2  rr . 

Корнями данного уравнения являются числа 21 r  и 12 r . Тогда, со-

гласно таблице 1 получаем: 
xx

оо eCeCy 2
2

1  
 – искомое общее решение исходного уравнения. 

2.3 Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 
второго порядка с постоянными коэффициентами и правой 

частью специального вида 

Уравнение вида 

)(
///

xfyqypy   (2.17) 
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называется линейным неоднородным дифференциальным уравнением второго 

порядка с постоянными коэффициентами и правой часть специального вида 

(ЛНДУ-2). 

Согласно теореме о структуре общего решения ЛНДУ-2, общее решение 

онy  ЛНДУ-2 равно сумме общего решения соответствующего ему линейного 

однородного дифференциального уравнения ooy  и частного решения чнy  неод-

нородного уравнения: 

чнooон yyy  . (2.18) 

Решение ЛОДУ-2 0
///  yqypy  – смотрите п.п. 2.2. 

При построении частного решения уравнения (2.17) выделяют два случая: 

Случай I 

Правая часть имеет вид: 
x

n exPxf
 

)()( , (2.19) 

где )(xPn  – многочлен n -ой степени,   – некоторое число. 

В этом случае частное решение чнy  ищем в виде: 

x
nчн exQxy

 
)( , (2.20) 

где   – число, равное кратности   как корня характеристического уравнения 

0
2  qrpr , (2.21) 

т.е. показывает, сколько раз   является корнем характеристического уравнения 

(2.21), а 0
21

...)( ZxCxBxAxQ
nnn

n  
 – многочлен степени n , за-

писанный с неопределенными коэффициентами A , B , C , …, 0Z , подлежащи-

ми определению. 

Чтобы найти чнy найдем вначале первую и вторую производные равенст-

ва (2.20) и подставим чнy , чнy
/

 и чнy
//

 в уравнение (2.17) и, воспользовавшись 

тем, что у равных многочленов одной степени коэффициенты при соответст-

вующих степенях равны, найдем A , B , C , …, 0Z . Подставляя A , B , C , …, 0Z  в 

(2.20) находим частное решение ЛНДУ-2. 

Таким образом, находя сумму общего решения ooy  ЛОДУ-2 и частного 

решения чнy  ЛНДУ-2. получаем искомое общее решение онy исходного уравне-

ния (2.17). 

Случай II 

Правая часть имеет вид: 

x
mn exxQxxPxf

  )sin)(cos)(()( , (2.22) 

где )(xPn  и )(xQm – многочлены n -ой и m -ой степени соответственно,   и 

– некоторые действительные числа. 
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В этом случае частное решение чнy  ищем в виде: 

x
llчн exxNxxMxy

   )sin)(cos)(( , (2.20) 

где   – число, равное кратности )( i   как корня характеристического 

уравнения (2.21), т.е. показывает, сколько раз )( i   является корнем харак-

теристического уравнения (2.21); 

)(xMl  и )(xN l  – многочлены степени l , записанные с неопределенными 

коэффициентами; 

l  – наивысшая степень многочленов )(xPn  и )(xQm , т.е. ),max( mnl  . 

Таким образом, находя сумму общего решения ooy  ЛОДУ-2 и частного 

решения чнy  ЛНДУ-2 получаем искомое общее решение онy исходного уравне-

ния (2.17). 

Пример 10 

Найти общее решение ЛНДУ-2: 

xxyyy 482
2///  . 

Решение: 

1. Найдем решение соответствующего ЛОДУ-2.Для этого составляем 

характеристическое уравнение, заменяя 
//

y ,
/

y , y соответственно на 2
r , r   и  1), 

таким образом, получаем квадратное уравнение: 

02
2  rr . 

Корнями данного уравнения являются числа 21 r  и 12 r . Тогда, со-

гласно таблице 1 п.п. 2.2: 
xx

оо eCeCy 2
2

1  
 – искомое общее решение ЛОДУ-2. 

2. Запишем общий вид частного решения ЛНДУ-2. Так как правая 

часть имеет вид 
x

n exPxf
 

)()( , в нашем случае 0 , 2n , 0  (так как 

0  не встречается среди корней характеристического уравнения), получаем: 

x
чн eCBxAxxy

 020
)( . 

Упростив имеем: 

CBxAxyчн  2
. 

 Для поиска коэффициентов A, B и Cнайдем первую и вторую производ-

ную частного решения и подставим в исходное уравнение: 

BAxy чн  2
/

, 

Ay чн 2
//  . 

 Получаем равенство: 
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xxCBxAxBAxA 4822222
22  . 

Приравнивая коэффициенты при соответствующих степенях, найдем A, B 

и C: 















.5022

;2422

;482

CCBA

BBA

AA

 

 Учитывая найденные коэффициенты –  

524
2  xxyчн . 

 И наконец, согласно структуре общего решения ЛНДУ-2, получаем об-

щее решение исходного уравнения: 524
2

2
2

1  
xxeCeCy

xx
он . 

Задания для самостоятельного выполнения: 

Найти общее решение линейного неоднородного дифференциального 

уравнения второго порядка: 

1. xeyyy 2/// 1034  ; 11. xyy 7sin6516//  ; 

2. xexyyy 3/// )412(67  ; 12. xyyy 5cos66///  ; 

3. xexxyy  )22115(4 2// ; 13. xyyy 2sin68252 ///  ; 

4. xeyyy 4/// 486  ; 14. xxyyy 3sin3cos22 ///  ; 

5. xexyyy 4/// )36(45  ; 15. xxyy 4sin644cos324 ///  ; 

6. 1122217 2///  xxyy ; 16. xxyy 6cos96sin2725//  ; 

7. xeyyy 3/// 1296  ; 17. xxyy 3sin63cos129//  ; 

8. xexyyy 2/// )818(44  ; 18. xxyy sin6cos14//  ; 

9. xexxyyy 32/// )612(96  ; 19. xexxxyyy  )623(76 23/// ; 

10. xyyy 3cos8554 ///  ; 20. xeyyy x sin54 2///  . 
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