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I ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ 

Данный раздел содержит минимум теоретических 

сведений, включающий: определение двойного интеграла; 

свойства двойного интеграла; теорему о среднем; замену 

переменных в двойном интеграле, необходимых для 

самостоятельного выполнения контрольных заданий по теме 

«Двойной интеграл», закрепляющих навыки вычисления двой-

ных интегралов. Приведены также типовые примеры нахождения 

повторных и двойных интегралов. 

1 Определение двойного интеграла 

Пусть в замкнутой ограниченной области D с кусочно-

гладким контуром L плоскости хОу определена непрерывная 

функция z = f(x, y). 

Рассмотрим произвольное разбиение области D на n 

частичных областей σ1, σ2, …, σn, не имеющих общих внутренних 

точек. Площади указанных частичных областей обозначим соот-

ветственно через Δσ1, Δσ2, …, Δσn. 

В каждой полученной частичной области σi (i = 1, 2, …, n) 

выберем произвольным образом точку Pi(xi, yi) и рассмотрим 

выражение 

Vn = f(x1, y1)Δσ1+ f(x2, y2)Δσ2+ … + f(xn, yn)Δσn = 



n

i
iii

yxf
1

σ),( , 

которое называется интегральной суммой для функции 

z = f(x, y). Диаметром diamσi области σi (i=1, …, n) называется 

наибольшее расстояние между граничными точками этой 

области. Диаметром разбиения называется число 

λ = maxdiamσi (i = 1, … n). 

Если существует конечный предел 





n

i
iiin yxfV

100
),(limlim , 
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который не зависит ни от способа разбиения области D на 

частичные области σi, ни от выбора точек Pi(xi, yi) ∈ σi, то этот 

предел называется двойным интегралом от функции z = f(x, y) 

по области D и обозначается символом 


D

dxdyyxf ),( . 

В этом случае функция z = f(x, y) называется интегрируемой в 

области D, которая, в свою очередь, называется областью ин-

тегрирования. 

Таким образом, 





n

i
iii

D

yxfdxdyyxf
10

),(lim)( .

 

(1) 

2 Сведение двойного интеграла к повторному интегралу 

Если замкнутая ограниченная область D плоскости хОу за-

дана неравенствами 

𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏,  φ
1
(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ φ

2
(𝑥), 

а функции y = φ
1
(𝑥) и y = φ

2
(𝑥) непрерывны на отрезке [𝑎, b], то 

двойной интеграл (1) вычисляется по формуле 

  





D

b

a

x

x

dyyxfdxdxdyyxf
)(

)(

2

1

),(),( . (2) 

Если область D задана неравенствами 

𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑, ψ1(𝑦) ≤ 𝑦 ≤ ψ2(𝑦), 

а функции x = ψ1(𝑦) и x = ψ2(𝑦) непрерывны на отрезке [𝑐, d], 

то интеграл (1) вычисляется по формуле  

  





D

d

c

y

y

dxyxfdydxdyyxf
)(

)(

2

1

),(),( .

 

(3) 
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Выражения, которые стоят в правых частях в формулах (2) 

и (3), называются повторными интегралами. 

3 Свойства двойного интеграла 

а) Если область интегрирования D является объедине-

нием двух областей D1 и D2, не имеющих общих внутренних 

точек, и в каждой из этих областей функция z = f(x, y) интег-

рируема, то в области D эта функция также интегрируема и 

имеет место формула 

  
D D D

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf

1 2

),(),(),( . (4) 

б) Если функции f(x, y) и g(x, y) интегрируемы в области 

D, то их алгебраическая сумма также интегрируема в облас-

ти D и имеет место формула 

  
D D D

dxdyyxgdxdyyxfdxdyyxgyxf ),(),()],(),([ . (5) 

в) Если функция f(x, y) интегрируема в области D, c – по-

стоянная, то функция cf(x, y) также интегрируема в области 

D и имеет место формула 

 
D D

dxdyyxfcdxdyyxcf ),(),( . (6) 

4 Теорема о среднем значении 

Если функция z = f(x, y) непрерывна в замкнутой ограни-

ченной области D, то в этой области найдѐтся такая точка 

(x*, y*), что 

 
D

DSyxfdxdyyxf ),(),( **
, (7)

 

где SD – площадь области D. 

Значение f(x*, y*) называется средним значением функции 

f(x, y) в области D. 
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5 Замена переменных в двойном интеграле 

Пусть замкнутая ограниченная область D′ плоскости uOv 

взаимно однозначно отображается на замкнутую ограниченную 

область D плоскости xOy с помощью формул 

x = φ(u, v), y = ψ(u, v), 

где функции φ(u, v) и ψ(u, v) имеют непрерывные частные произ-

водные в области D′. Пусть также якобиан J этого преобразова-

ния отличен от нуля: 

0
),(),(

),(),(




















v

vu

v

vu
u

vu

u

vu

J .

 

Тогда 

 

  
D D

dudvJvuvufdxdyyxf
'

)),(),,((),( . (8)
 

Так как при переходе с помощью формул 

x = ρcosφ, y = ρsinφ 

от полярных координат к декартовым якобиан преобразования J 

равен ρ ≥ 0, то 

  
D D

ddfdxdyyxf
'

)sin,cos(),(
  

(9) 

6 Примеры нахождения повторных интегралов 

Нахождение повторных интегралов проводят в следующей 

последовательности: 

1) Вначале находят внутренний интеграл. При этом необ-

ходимо помнить, что если внутреннее интегрирование идѐт по 

переменной y (см. формулу (2)), то переменую х в 
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подинтегральной функции следует считать постоянной 

(константой). Для формулы (3) – следует считать постояной 

переменную у. 

2) Затем находят внешний интеграл по переменной x в 

формуле (2) (по переменной y в формуле (3)). 

Пример 1. Вычиcлить повторный интеграл 

 
1 2

2 2

0 0

.dx x y dy   

Решение. 

   
1 2 1 2 1 3

2 2 2 2 2 2

0

0 0 0 0 0

1 3
2 1

0

0

3

8 8 2 8 10
2 2 3,33.

3 3 3 3 3 3

y
dx x y dy x y dy dx x y dx

x
x dx x

       
         

       

  
         

   

    


 

Пример 2. Вычислить повторный интеграл 










cos2

0

2
2

2

dd  

Решение. 










cos2

0

2
2

2

dd  = 
















dd
cos2

0

2
2

2

 = 




















 d

cos2

0

32

2

3
 = 

= 







2

2

3cos
3

8
d  = 







2

2

2 )(sincos
3

8
d  = 







2

2

2 )(sin)sin1(
3

8
d  =

2

2

3

3

sin
sin

3

8













 
  = 










3

2
2

3

8
 = 

9

32
. 
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7 Примеры нахождения двойных интегралов 

Нахождение пределов интегрирования в формуле (2). 

1. Спроектировав область D на ось Ох, определяем отрезок 

[𝑎, b], на котором в области D изменяется х. Таким образом, b и 𝑎 

будут соответственно верхним и нижним пределами интегриро-

вания во внешнем интеграле. 

2. Чтобы найти пределы интегрирования по y для 

внутреннего интеграла, отметим на контуре L, который ограни-

чивает область D, точки А и В с абсциссами 𝑎 и b. Эти две точки 

делят контур L на нижнюю и верхнюю части, уравнения которых 

необходимо разрешить относительно переменной y. 

 

3. Пусть эти части контура L определяются соответственно 

уравнениями 

y = φ
1
(𝑥) и y = φ

2
(𝑥). 

Зафиксируем на оси Ох точку x (𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏) и проведем через эту 

точку прямую, параллельную оси Оу. Очевидно, что переменная 

у изменяется в области D от φ
1
(𝑥) до φ

2
(𝑥) 

Все указанные построения изображены на рисунке 1. 

Нахождение пределов интегрирования в формуле (3). 

1. Проектируем область D на ось Oу. Концы полученного 

при этом проектировании отрезка [𝑐, d] являются соответственно 

нижним и верхним пределами внешнего интеграла. 
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2.Отметим на контуре L точки С и D с ординатами c и d. 

Эти точки делят контур L на левую и правые части, уравнения 

которых необходимо разрешить относительно переменной x. 

Пусть этими уравнениями будут соответственно 

x = ψ1(𝑦) и x = ψ2(𝑦) 

 

3.Зафиксируем на отрезке [𝑐, d] оси Оу произвольную 

точку у (𝑐 ≤ 𝑥 ≤ 𝑑) и проведѐм через эту точку прямую, парал-

лельную оси Ох. После этого определяем абсциссы точек М и N, 

которые и являются соответственно нижним и верхним предела-

ми для внутреннего интеграла. 

Все указанные построения изображены на рисунке 2. 

Пример 3. Найти двойной интеграл 

2
D

J xy dxdy  ,
 

где область D определяется неравенствами 
2 2 2 , 0.x y x y    
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Решение. Изобразим область интегрирования D (рис.3). 

Первое из записанных неравенств определяет круг, ограничен-

ный окружностью 

 
 

2 2 2 2

2 2

2 2

2 2 1
1 1

1 1 1

x y x x x y
x y

x y

       
    

      
, 

второе неравенство определяет верхнюю полуплоскость. Поэто-

му область D есть полукруг. 

Согласно формуле (2) имеем 

 
2

2
2 2 2

2 2

0

0 0 0

2

x x

y x x

yJ dx xydy x y dx



 

     
 

 
2

2

0

4
2 1,33.

3
x x x dx   

 Этот же двойной интеграл можно вычислить, используя формулу 

(3): 

J = 




2

2

11

11

1

0

2

y

y

xydxdy  =  






 



1

0

11

11

2
2

2
dyyx

y

y
 = 

=   
1

0

2222 )11()11( dyyyy  =  
1

0

214 dyyy  = 

=  









1

0

22

1

2 )1()1(
2

1
4 ydy  = 

1

0

2

3

2

2

3

)1(
2

y
  = 

3

4
. 

Пример 4. Найти двойной интеграл 

 
D

J x y dxdy  , 
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где область D ограничена линиями 

2 2 , 4, 12.y x x y x y      

Решение. Изобразим область интегрирования (рис.4). 

 
Рисунок 4 

Прямая 4x y   и парабола 
2 2y x  пересекаются в точ-

ках А и С: 

)4;8(),2;2(
.4,2.2

,8,2,4

2









СА

ууху

ххух

СА

СА

 

Прямая 12x y   и парабола 
2 2y x  пересекаются в точ-

ках B и Д: 

)6;18(),4;8(
.4,2.2

,8,2,12

2











ДВ

ууху

ххух

ДВ

ДВ

 

Разбив область D на две области D1 и D2, не имеющих 

общих внутренних точек, будем иметь: 

J =  
D

dxdyyx )(  =  

1

)(
D

dxdyyx  +  

2

)(
D

dxdyyx  = 
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= 



x

x

dyyxdx
2

4

8

2

)(  + 





x

x

dxyxdx
12

2

18

8

)(  = 

=  











 




8

2

2

4

2

2

)(
dx

yx
xy

xy

 +  











 




18

8

12

2

2

2

)(
dx

yx
xy

xy

 = 

=  














8

2

2

32

82
2

dxxx
x

 +  














18

8

2

32

2
2

72 dxxx
x

= 
15

11
543 . 

С целью упрощения вычислений при нахождении двойных 

интегралов иногда целесообразно перейти к какой-либо другой 

координатной системе, например, к полярной (см.формулу (9)): 

 cos ,
sin .

x
y

 
 


  

Пример 5. Перейти к полярной системе координат и 

расставить пределы интегрирования в интеграле 

 ,
D

J f x y dxdy  , 

где область D ограничена окружностью 
2 2 1x y   и прямой 

1x y  . 

Решение. На рисунке 5 показана область D, которая явля-

ется сегментом круга. Уравнения линий, которые ограничивают 

область D, в полярных координатах имеют вид: окружность 

2 2 1 1.x y      

прямая 

1
1 cos sin 1 .

cos sin
x y     

 
      


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Отметим, что   изменяется от 0 до .
2



 
Зафиксируем зна-

чение угла   и проведем луч из начала координат под углом  , 

который пересечѐт область D сначала в точке А, а затем в точке 

В. Таким образом, при фиксированном   величина   изменяет-

ся от 
1

cos sin


 



 до 1  , а значит, на основании формулы (9) 

имеем 

 
12

0 1
cos sin

cos , sin .J d f d



 

      



    

Пример 6. Перейти к полярным координатам и найти 

двойной интеграл 

2 2sin ,
D

J x y dxdy   

где D – кольцо, определяемое неравенствами 


2 2 2

2 2 2

4 ,

.

x y

x y





 

   

Решение. Область интегрирования – кольцо (рисунок 6), 

ограниченное концентрическими окружностями    и 2  . 
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2 2 2 2 2 2( , ) sin sin cos sin sin .f x y x y         
 

Воспользовавшись формулой (9), а затем, используя фор-

мулу интегрирования по частям, 

b b

b

a

a a

ud u du  
 

  
 
  , 

получим 

 

2 2 2 2

2

0 0

2 2

2

0 0

sin cos cos

2 3 6 59,16.

J d d d d

d d

   





 

 

        

     

 
      

 

        

   

 
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II ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

Вариант 1 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dx
y

x
dy

е


5

31

. 8 

2 

Найти dxdyxy
S


)(

, 

(S) – прямоугольник: 4 ≤ х ≤ 8, 1 ≤ у ≤ 2. 

36 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): у = х, у
2
 = х + 2. 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dуyxfdх
х

х






21

1

2

3

2

);( . 
 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyyx
S


)(

2
; (S): х = у

2
, у = – х

2
. 

–
56

3
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интегри-

рования. 


)(

22
S yx

хdxdy
; 

(S): х
2
 + у

2
 = 4, х

2
 + у

2
 = 16, х = 0, у = 0 (х ≥ 0, у ≥ 0). 

6 
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Вариант 2 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dxхуdy
4

2

2
1

0

. 2 

2 

Найти dxdyxy
S


)(

, 

(S) – прямоугольник: 2 ≤ х ≤ 4, 1 ≤ у ≤ 2. 

9 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): ху = 6, у = – х + 7. 
 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dуyxfdх
х




42

2 2

);( . 

 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyx
S


)(

; (S): ху = 6, х + у – 7 = 0. 
20

6

5
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интегри-

рования. 


)(

22
S yx

уdxdy
; 

(S): х
2
 + у

2
 = 1, х

2
 + у

2
 = 9 (у ≥ 0). 

8 
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Вариант 3 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dуухdх
2

0

2
6

3

. 126 

2 

Найти dxdyyx
S

 
)(

)( , 

(S) – прямоугольник: 1 ≤ х ≤ 4, 1 ≤ у ≤ 3. 

3 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): у = х
2
 + 1, х – у + 3 = 0. 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dуyxfdх
ха

ха

а






22

);(
0

. 

 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyху
S


)(

2
; (S): х

2
 + у

2
 = 4, х + у – 2 = 0. 

1
5

3
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 




)(

22

S

ух dxdyе ; 

(S): х
2
 + у

2
 ≤ 1. 

π(е – 1) 
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Вариант 4 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dухуdх
4

2

3
1

0

. 30 

2 

Найти dxdyyx
S

 
)(

)( , 

(S) – прямоугольник: 3 ≤ х ≤ 5, 0 ≤ у ≤ 2. 

20 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): х
2
 – у

2
 = 1, у = – 2, у = 2. 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dхyxfdу

у

у

 );(
1

0

. 

 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyух
S


)(

2
; (S): у = х

2
, у = 4. 

24
21

8
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 

 
)(

22

S

dxdyух ; 

(S): х
2
 + у

2
 ≤ 2Rx, у ≤ 0. 

9

16
R

3 
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Вариант 5 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dуухdх 
1

0

33
2

1

)( . 4 

2 

Найти dxdyyx
S

)(
)(

2
  , 

(S) – прямоугольник: 2 ≤ х ≤ 3, 1 ≤ у ≤ 2. 

4
6

5
 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): у
2
 – х

2
 = 16, х = – 3, х = 3. 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dхyxfdу

у

у


2

);(
1

0

. 

 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyуx
S


)(

3
; (S): у = х

2
, у = х + 2. 

10
80

1
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интегри-

рования. 






)(
22

22cos

S

dxdy
yx

yx
; 

(S): х
2
 + у

2
 = 

4

2
, х

2
 + у

2
 = 4π

2
. 

– 2π 
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Вариант 6 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dуухdх
2

0

3
4

2

. 120 

2 

Найти dxdyyx
S

 
)(

2 )( , 

(S) – прямоугольник: 1 ≤ х ≤ 2, 0 ≤ у ≤ 1. 

2
6

5
 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): у = х, у = 3x, х
2
 + у

2
 = 8, 

(х ≥ 0, у ≥ 0). 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dyyxfdx
x

x






3

1

1

2 2

);( . 

 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyух
S


)(

4
; (S): xу = 1, y = х, x = 2. 

7
21

19
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 

 
)(

22cos
S

dxdyух ; 

(S): х
2
 + у

2
 = 

4

2
, х

2
 + у

2
 = 4π

2
. 

2π – π
2 
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Вариант 7 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dx
x

y
dy

e


1

6

4

. 10 

2 

Найти dxdyyx
S

 
)(

22 )( , 

(S) – прямоугольник: 0 ≤ х ≤ 1, 0 ≤ у ≤ 1. 
3

2
 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): х
2
 + у

2
 = 4, у = 2х – x

2
, x = 0, 

(х ≥ 0, у ≥ 0). 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dyyxfdx
x

x


22

0

);( . 

 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyух
S

 
)(

)( ; (S): y = х, y = 2 – х, y = 0. 
1

3

1
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 

 
)(

2225
S

dxdyух ; 

(S): х
2
 + у

2
 ≤ 9. 

3

122  

 

  



22 
 

Вариант 8 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dуухdх
2

1

23
1

0

. 
12

7
 

2 

Найти dxdyyx
S

 
)(

23 )( , 

(S) – прямоугольник: 1 ≤ х ≤ 2, 0 ≤ у ≤ 1. 

4
12

1
 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): х = у
2
, x = 1. 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dyyxfdx
x

x


1

2

1

);( . 
 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyyху
S

 
)(

)( ; (S): у = x, y = 2 – х, y = 0. 3

2
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 


)(

2225S ух

dxdy
; 

(S): х
2
 + у

2
 ≤ 16. 

4π
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Вариант 9 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dуухdх
4

2

32
2

1

. 140 

2 
Найти 

)(
2)1(S yx

dxdy
, 

(S) – прямоугольник: 1 ≤ х ≤ 2, 0 ≤ у ≤ 1. 

ln
8

9
 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S) ограничена линиями сторон пря-

моугольника с вершинами в точках А(1; 1), В(5; 5), 

С(7; 3), D(3; – 1). 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dyyxfdx
x

x






22

1 2

);( . 

 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyхy
S

 
)(

2 )1( ; (S): у = 
2

1
x, y = 

2

x
. 105

47
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 

 
)(

22 )(
S

dxdyух ; 

(S): х
2
 + у

2
 = 1, х

2
 + у

2
 = 4. 

2

15  
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Вариант 10 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dx
y

x
dy

6

4
2

2

1

. 5 

2 
Найти 

)(
2

2

1

3

S x

dxdyy
, 

(S) – прямоугольник: 0 ≤ х ≤ 1, 0 ≤ у ≤ 1. 
4


 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): треугольник с вершинами в точ-

ках А(– 2; – 2), В(– 1; 2), С(6; 2). 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dyyxfdx

x

x







7

6

1

6
3

1

);( . 

 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdye
S

yx




)(

; (S): у = е
х
, y = 2, x = 0. 

е 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 

 
)(

22 )(
S

dxdyух ; 

(S): (х
2
 + у

2
)
2
 = а

2
(х

2
 – у

2
), у = 0 (х > 0, у > 0). 

32

4a  
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Вариант 11 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dx
y

x
dy

e


5

31

. 8 

2 

Найти dxdyyx
S

 
)(

)sin( , 

(S) – прямоугольник: 0 ≤ х ≤ 
2


, 0 ≤ у ≤ 

2


. 

2 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): прямоугольник с вершинами в 

точках А(1; 1), В(5; 5), С(7; 3), D(3; – 1). 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dyyxfdx
x

x






21

1

2

3

2

);( . 
 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyyx
S


)(

3
; (S): у = x

2
, y = x + 2. 

10
80

1
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 


)(

22
S ух

dxdyx
; 

(S): (х
2
 + у

2
)
2
 = 4, х

2
 + у

2
 = 16, (х ≥ 0, у ≥ 0). 

6
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Вариант 12 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dxxydy
4

2

2
1

0

. 2 

2 

Найти dxdyxyx
S

 
)(

32 )23( , 

(S) – прямоугольник: 0 ≤ х ≤ 1, 1 ≤ у ≤ 2. 

1 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): треугольник с вершинами в точ-

ках А(– 2; – 2), В(– 1; 2), С(6; 2). 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dyyxfdx
x

x






22

1 2

);( . 

 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyyx
S


)(

4
; (S): xу = 1, y – x = 0, x = 2. 

7
21

19
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 

 
)(

2225
S

dxdyух ; 

(S): х
2
 + у

2
 ≤ 9. 

3

122  
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Вариант 13 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dyyxdx
2

0

2
6

3

. 126 

2 

Найти  
)(

22 )(
S

dxdyyx , 

(S) – прямоугольник: 0 ≤ х ≤ 1, 0 ≤ у ≤ 1. 
3

2
 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): прямоугольник с вершинами в 

точках А(2; 4), В(5; 4), С(5; – 2), D(2; – 2). 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dyyxfdx

x

x







7

6

1

6
3

1

);( . 

 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyyx
S

 
)(

)( ; (S): 0 ≤ у ≤ 1, y ≤ x ≤ 2 – y. 
1

3

1
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 


)(

2225S ух

dxdy
; 

(S): х
2
 + у

2
 ≤ 16. 

4π
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Вариант 14 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dyxydx
4

2

3
1

0

. 30 

2 

Найти  
)(

2 )(
S

dxdyyx , 

(S) – прямоугольник: 1 ≤ х ≤ 2, 0 ≤ у ≤ 1. 

2
6

5
 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): xy = 6, x + y – 7 = 0. 
 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dyyxfdx
x




42

2 2

);( . 

 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyyxy
S

 
)(

)( ; (S): 0 ≤ у ≤ 1, y ≤ x ≤ 2 – y. 3

2
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 

 
)(

22 )(
S

dxdyух ; 

(S): х
2
 + у

2
 = 1, х

2
 + у

2
 = 4. 

2

15  
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Вариант 15 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dyyxdx 
1

0

33
2

1

)( . 4 

2 

Найти  
)(

23 )(
S

dxdyyx , 

(S) – прямоугольник: 1 ≤ х ≤ 2, 0 ≤ у ≤ 1. 

4
12

1
 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): у = x
2
 + 1, x – y + 3 = 0. 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dyyxfdx
xa

xa

a






22

);(
0

. 

 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyxy
S

 
)(

2 )1( ; (S): у = 
2

x
, y = 

2

x
. 105

47
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 

 
)(

22 )(
S

dxdyух ; 

(S): (х
2
 + у

2
)
2
 = а

2
(х

2
 – у

2
), у = 0 (х > 0, у > 0). 

32

4a  
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Вариант 16 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dyyxdx
2

0

3
4

2

. 120 

2 

Найти  
)(

2 )(
S

dxdyyx , 

(S) – прямоугольник: 2 ≤ х ≤ 3, 1 ≤ у ≤ 2. 

4
6

5
 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): x
2
 – y

2
 = 1, y = – 2, y = 2. 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dxyxfdy

y

y

 );(
1

0

. 

 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdye
S

yx




)(

; (S): у = e
x
, y = 2, x = 0. 

e 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 


)(

22
S

dxdy
ух

y
; 

(S): х
2
 + у

2
 = 1, х

2
 + у

2
 = 9, (y ≥ 0). 

8
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Вариант 17 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dx
x

y
dy

e


1

6

4

. 10 

2 

Найти dxdyyx
S

 
)(

)( , 

(S) – прямоугольник: 1 ≤ х ≤ 4, 1 ≤ у ≤ 3. 

3 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): y
2
 – x

2
 = 16, x = – 3, х = 3. 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dxyxfdy

y

y


2

);(
1

0

. 

 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyх
S


)(

; (S): xy = 6, x + y – 7 = 0. 
20

6

5
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 




)(

22

S

ух dxdye ; 

(S): х
2
 + у

2
 ≤ 1. 

π(e – 1)
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Вариант 18 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dyyxdx
2

1

23
1

0

. 
12

7
 

2 

Найти  
)(

)(
S

dxdyyx , 

(S) – прямоугольник: 3 ≤ х ≤ 5, 0 ≤ у ≤ 2. 

20 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): у = x, y = 3x, x
2
 + y

2
 = 8, 

(х ≥ 0, у ≥ 0). 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dyyxfdx
x

x






3

1

1

2 2

);( . 

 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyyx
S


)(

2
; (S): у = x

2
, y = 4. 

24
21

8
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 

 
)(

22

S

dxdyух ; 

(S): х
2
 + у

2
 ≤ 2Rx, у ≤ 0. 

9

16 3R  
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Вариант 19 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dуухdх
4

2

32
2

1

. 140 

2 

Найти dxdyxy
S


)(

, 

(S) – прямоугольник: 2 ≤ х ≤ 4, 1 ≤ у ≤ 2. 

9 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): х
2
 + у

2
 = 4, у = 2х – x

2
, x = 0, 

(х ≥ 0, у ≥ 0). 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dyyxfdx
x

x


22

0

);( . 

 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyху
S


)(

; (S): у = x
2
, y

2
 = х. 12

1
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 






)(
22

22cos

S

dxdy
ух

ух
; 

(S): 
4

2
 ≤ х

2
 + у

2
 ≤ 4π

2
. 

– 2π
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Вариант 20 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dx
y

х
dy

6

4
2

2

1

. 5 

2 

Найти dxdyyx
S

 
)(

)( , 

(S) – прямоугольник: 3 ≤ х ≤ 5, 0 ≤ у ≤ 2. 

20 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): x = y
2
, x = 1. 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dyyxfdx
x

x


1

2

1

);( . 
 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyху
S


)(

2
; (S): х

2
 + у

2
 = 4, x + y – 2 = 0. 

1
5

3
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 

 
)(

22cos
S

dxdyух ; 

(S): х
2
 + у

2
 = 

4

2
, х

2
 + у

2
 = 4π

2
. 

2π – π
2 
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Вариант 21 

№ Содержание Ответ 

1 Найти 
5

31

dx
y

x
dy

e

. 8 

2 
Найти 

)(
3

S

dxdy
x

y
, 

(S) – прямоугольник: 1 ≤ х ≤ 2, 4 ≤ у ≤ 8. 

9 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): у = x, y = 3x, x
2
 + y

2
 = 8, 

(х ≥ 0, у ≥ 0). 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dyyxfdx
x

x


22

0

);( . 

 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyxy
S

 
)(

2 )1( ; (S): у = 
2

x
, y = 

2

x
. 105

47
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 

 
)(

22

S

dxdyух ; 

(S): х
2
 + у

2
 ≤ 2Rx, у ≤ 0. 

9

16 3R  
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Вариант 22 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dxхydy
4

2

2
1

0

. 2 

2 

Найти dxdyxy
S


)(

, 

(S) – прямоугольник: 2 ≤ х ≤ 4, 1 ≤ у ≤ 2. 

9 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): х
2
 + у

2
 = 4, у = 2х – x

2
, x = 0, 

(х ≥ 0, у ≥ 0). 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dyyxfdx
x

x


1

2

1

);( . 
 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyyху
S

 
)(

)( ; (S): 0 ≤ у ≤ 1, y ≤ х ≤ 2 – y. 3

2
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 


)(

22
S

dxdy
ух

x
; 

(S): х
2
 + у

2
 = 4, х

2
 + у

2
 = 16, (х ≥ 0, у ≥ 0). 

6
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Вариант 23 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dуухdх
2

0

2
6

3

. 126 

2 

Найти dxdyyx
S

 
)(

23 )( , 

(S) – прямоугольник: 1 ≤ х ≤ 2, 0 ≤ у ≤ 1. 

4
12

1
 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): y
2
 – x

2
 = 16, x = – 3, x = 3 

и (S) содержит начало координат. 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dyyxfdx
x

x






3

1

1

2 2

);( . 

 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyух
S


)(

3
; (S): у = x

2
, y = х + 2. 

10
80

1
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 

 
)(

22cos
S

dxdyух ; 

(S): 
4

2
 ≤ х

2
 + у

2
 ≤ 4π

2
. 

2π – π
2 
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Вариант 24 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dyxydx
4

2

3
1

0

. 30 

2 

Найти  
)(

2 )(
S

dxdyyx , 

(S) – прямоугольник: 1 ≤ х ≤ 2, 0 ≤ у ≤ 1. 

2
6

5
 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): ): у = x
2
 + 1, x – y + 3 = 0. 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dxyxfdy

y

y


2

);(
1

0

. 

 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyyx
S


)(

4
; (S): xу = 1, y – x = 0, x = 2. 

7
21

19
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 


)(

2225S ух

dxdy
; (S): х

2
 + у

2
 ≤ 16. 

4π
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Вариант 25 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dуухdх 
1

0

33
2

1

)( . 4 

2 

Найти dxdyyx
S

 
)(

)( , 

(S) – прямоугольник: 1 ≤ х ≤ 4, 1 ≤ у ≤ 3. 

3 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): x
2
 – y

2
 = 1, y = – 2, y = 2 

и (S) содержит начало координат. 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dyyxfdx
xa

xa

a






22

);(
0

. 

 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyух
S

 
)(

)( ; (S): 0 ≤ у ≤ 1, y ≤ х ≤ 2 – y. 
1

3

1
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 






)(
22

22cos

S

dxdy
ух

ух
; 

(S): 
4

2
 ≤ х

2
 + у

2
 ≤ 4π

2
. 

– 2π
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Вариант 26 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dyyxdx
2

0

3
4

2

. 120 

2 

Найти  
)(

22 )(
S

dxdyyx , 

(S) – прямоугольник: 0 ≤ х ≤ 1, 0 ≤ у ≤ 1. 
3

2
 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): xу = 6, х + y – 7 = 0. 
 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dxyxfdy

y

y

 );(
1

0

. 

 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyxy
S


)(

2
; (S): х

2
 + у

2
 = 4, х + у –2 = 0, 

I четверть. 

1
5

3
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 

 
)(

2225
S

dxdyух ; 

(S): х
2
 + у

2
 ≤ 9. 

3

122  
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Вариант 27 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dx
x

y
dy

e


1

6

4

. 10 

2 

Найти  
)(

)(
S

dxdyyx , 

(S) – прямоугольник: 3 ≤ х ≤ 5, 0 ≤ у ≤ 2. 

20 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): прямоугольник с вершинами в 

точках А(2; 4), В(5; 4), С(5; – 2), D(2; – 2). 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dyyxfdx
x




42

2 2

);( . 

 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyxy
S


)(

; (S): у = x
2
, y

2
 = x. 12

1
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 




)(

22

S

ух dxdye ; 

(S): х
2
 + у

2
 ≤ 1. 

π(e – 1)
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Вариант 28 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dyyxdx
2

1

23
1

0

. 
12

7
 

2 

Найти  
)(

)sin(
S

dxdyyx , 

(S) – прямоугольник: 0 ≤ х ≤ 
2


, 0 ≤ у ≤ 

2


. 

2 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): прямоугольник с вершинами в 

точках А(1; 1), В(5; 5), С(7; 3), D(3; – 1). 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dyyxfdx

x

x







7

6

1

6
3

1

);( . 

 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyyx
S


)(

2
; (S): у = x

2
, y = 4. 

24
21

8
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 


)(

22
S ух

ydxdy
; 

(S): х
2
 + у

2
 = 1, х

2
 + у

2
 = 9, (у ≥ 0). 

8
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Вариант 29 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dyyxdx
4

2

32
2

1

. 140 

2 

Найти  
)(

32 )23(
S

dxdyxyx , 

(S) – прямоугольник: 0 ≤ х ≤ 1, 1 ≤ у ≤ 2. 

1 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): у
2
 = x, х = 1. 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dyyxfdx
x

x






21

1

2

3

2

);( . 
 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdye
S

yx




)(

; (S): у = e
x
, х = 0, у = 2. 

e 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 

 
)(

22 )(
S

dxdyух ; 

(S): (х
2
 + у

2
)
2
 = a

2
(х

2
 – у

2
), y = 0, (х ≥ 0, у ≥ 0). 

32

4a  
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Вариант 30 

№ Содержание Ответ 

1 Найти dx
y

x
dy

6

4
2

2

1

. 5 

2 

Найти  
)(

2 )(
S

dxdyyx , 

(S) – прямоугольник: 2 ≤ х ≤ 3, 1 ≤ у ≤ 2. 

4
6

5
 

3 

Расставить пределы интегрирования в двойном 

интеграле по области (S) и изобразить ее: 

dxdyyxf
S


)(

);( ; (S): треугольник с вершинами в точ-

ках А(– 2; – 2), В(– 1; 2), С(6; 2). 

 

4 

Изменить порядок интегрирования, предварительно 

построив область интегрирования. 

dyyxfdx
x

x






22

1 2

);( . 

 

5 

Найти двойной интеграл, предварительно построив 

область интегрирования. 

dxdyx
S


)(

; (S): ху = 6, х + у –7 = 0. 
20

6

5
 

6 

Перейдя к полярным координатам, найти двойной 

интеграл, предварительно построив область интег-

рирования. 

 
)(

22 )(
S

dxdyух ; 

(S): х
2
 + у

2
 = 1, х

2
 + у

2
 = 4. 

2

15  
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