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Еще ученым Древней Греции (Евдокс, Евклид, Архимед) было известно 
понятие бесконечных сумм. Нахождение бесконечных сумм являлось состав-
ной частью так называемого метода исчерпывания, широко используемого 
древнегреческими учеными для нахождения площадей фигур, объемов тел, 
длин кривых и т.д. Так, например, Архимед для вычисления площади парабо-
лического сегмента (то есть плоской фигуры, ограниченной прямой и парабо-
лой) нашел сумму бесконечной геометрической прогрессии со знаменателем 
1/4. 

Ряд как самостоятельное понятие математики стали использовать в   XVII 
в. И. Ньютон и Г. Лейбниц применяли ряды для решения алгебраических и 
дифференциальных уравнений. Теория рядов в XVIII–XIX вв. развивалась в ра-
ботах Я. и И. Бернулли, Б. Тейлора, К. Маклорена, Л. Эйлера, Ж. Даламбера, Ж. 
Лагранжа и др. Строгая теория рядов была создана в XIX в. на основе понятия 
предела в трудах К. Гаусса, Б. Больцано, О. Коши, П. Дирихле, Н. Абеля,         
К. Вейерштрасса, Б. Римана и др. 

Итак, раздел математики, позволяющий решить любую корректно по-
ставленную задачу с достаточной для практического использования точностью, 
называется теорией рядов. 

 
ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

1 Понятие числового ряда и его суммы 

Пусть задана бесконечная числовая последовательность 
1а , 2а , …, nа , …. 

Определение 1. Числовым рядом или просто рядом называется выраже-
ние (сумма) вида 

∑
∞

=
=++++

1
21 .......

n
nn аааа . (1.1) 

Числа ,...,...,, 21 nааа  называются членами ряда, nа – общим или n-м чле-
ном ряда. 

Чтобы задать ряд (1.1), достаточно задать функцию натурального аргу-
мента )(nfаn =  вычисления n -го члена ряда по его номеру ,...).2,1( =nn  

Из членов ряда (1.1) образуем числовую последовательность частич-
ных сумм ,...,,...,, 21 nSSS  где nn aaaS ++= ...21  – сумма n  первых членов ряда, 
которая называется n-й частичной суммой, т.е. 

11 aS = , 
21212 aSaaS +=+= , 

323213 aSaaaS +=++= ,                                                                 (1.2) 
……………………………. 

nnnn aSaaaS +=+++= −121 ... ,   
……………………………. 
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Числовая последовательность ,...,...,, 21 nSSS  при неограниченном возрас-
тании номера n  может: 

1)  иметь конечный предел; 
2) не иметь конечного предела (предел не существует или равен беско-

нечности). 

Определение 2. Ряд (1.1) называется сходящимся, если последователь-
ность его частичных сумм (1.2) имеет конечный предел, т.е. .lim SSnn

=
∞→

 

В этом случае число S  называется суммой ряда (1.1) и обозначается 

Saaa n =++++ ......21 . 

Определение 3. Ряд (1.1) называется расходящимся, если последова-
тельность его частичных сумм не имеет конечного предела. 

Расходящемуся ряду не приписывают никакой суммы. 
Таким образом, задача нахождения суммы сходящегося ряда (1.1) равно-

сильна вычислению предела последовательности его частичных сумм. 

2 Основные свойства числовых рядов 

Свойства суммы конечного числа слагаемых отличаются от свойств ряда, 
то есть суммы бесконечного числа слагаемых. Так, в случае конечного числа 
слагаемых, их можно группировать в каком угодно порядке, от этого сумма не 
изменится. Существуют сходящиеся ряды (условно сходящиеся), для которых, 
как показал Риман Георг Фридрих Бернхард, меняя надлежащим образом поря-
док следования их членов, можно сделать сумму ряда равной какому угодно 
числу и даже расходящийся ряд. 

Пример 1. Рассмотрим расходящийся ряд вида 

...)1(...1111 1 +−++−+− −n . 

Сгруппировав его члены попарно, получим сходящийся числовой ряд с 
суммой, равной нулю: 

( ) ( ) ( ) .0...0...00...11...1111 =++++=+−++−+−  

С другой стороны, сгруппировав его члены попарно, начиная со второго 
члена, получим также сходящийся ряд, но уже с суммой, равной единице: 

( ) ( ) .1...001......11111 =+++=+++−++−+  

Сходящиеся ряды обладают некоторыми свойствами, которые позволяют 
действовать с ними, как с конечными суммами. Так, их можно умножать на 
числа, почленно складывать и вычитать. У них можно объединять в группы 
любые рядом стоящие слагаемые.  
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Теорема 1. (Необходимый признак сходимости ряда). Если ряд (1.1) схо-
дится, то его общий член na  стремится к нулю при неограниченном возрас-
тании n, т.е. 

.0lim =
∞→ nn

a  (1.3) 

Условие (1.3) является необходимым, но не является достаточным усло-
вием для сходимости ряда. То есть, если общий член ряда стремится к нулю 
при ∞→n , то это не значит, что ряд сходится. 

Следствие. (Достаточный признак расходимости ряда). 
Если общий член ряда na  не стремится к нулю при ∞→n , 0lim ≠

∞→ nn
a , то 

этот ряд расходится. 

Свойство 1. Сходимость или расходимость ряда не изменится, если про-
извольным образом удалить из него, добавить к нему, переставить в нем конеч-
ное число членов (при этом для сходящегося ряда его сумма может изменить-
ся). 

Свойство 2. Сходящийся ряд можно умножать на число, т.е., если ряд 
(1.1) сходится, имеет сумму S и c – некоторое число, то  

....)...(...... 2121 Scaaaccacaca nn ⋅=++++=++++  

Свойство 3. Сходящиеся ряды можно почленно складывать и вычитать, 
т.е. если ряды  

121 ...... Saaa n =++++ , 221 ...... Sbbb n =++++  сходятся, то и ряд 

( ) ( ) ( ) ......2221 +±++±+± nn bababa  

сходится и его сумма равна ,21 SS ±  т.е. 

21
111

)( SSbaba
n

n
n

nn
n

n ±=∑±∑=±∑
∞

=

∞

=

∞

=
. 

3 Достаточные признаки сходимости 

3.1 Признак сравнения 

Пусть даны два ряда с неотрицательными членами 

∑
∞

=
=++++

1
21 ......

n
nn aaaa , (1.4) 

∑
∞

=
=++++

1
21 ......

n
nn bbbb  (1.5) 

 
и выполняется неравенство nn ab ≤≤0  для всех K,2,1=n  
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Тогда: 
1)  из сходимости ряда (1.4) следует сходимость ряда (1.5); 
2)  из расходимости ряда (1.5) следует расходимость ряда (1.4). 

3.2 Признак сравнения в предельной форме 

Пусть даны два ряда с положительными членами ∑
∞

=1n
na  и ∑

∞

=1n
nb . Если для 

членов этих рядов существует 
n

n
n b

a
∞→

lim  = c (c ≠ 0, и c ≠ ∞), то ряды ∑
∞

=1n
na  и ∑

∞

=1n
nb  

ведут одинаково, то есть сходятся или расходятся одновременно. 
 
Замечание. При применении признаков сравнения в качестве рядов, ис-

пользуемых для сравнения, выбирают, как правило, ряды: 

1) геометрический ряд ∑
∞

=

−

1

1

n

naq  (а ≠ 0), который сходится при |q| < 1 и рас-

ходится при |q| ≥ 1; 

2) обобщенный гармонический ряд (ряд Дирихле) ∑
∞

=1

1
n

pn
, который сходится 

при p > 1 и расходится при p ≤ 1. (в случае p = 1 ряд ∑
∞

=1

1
n n

 называется гар-

моническим). 

3.3 Признак Даламбера 

Пусть дан ряд с положительными членами ∑
∞

=1n
nа  и существует предел 

.lim 1 q
a

a

n

n
n

=+

∞→
 

Тогда:  
1)  при q < 1 ряд  сходится; 
2)  при q > 1 ряд  расходится; 
3) при q = 1 о сходимости ряда ничего сказать нельзя, необходимы до-

полнительные исследования. 

3.4 Радикальный признак Коши 

Пусть дан ряд с положительными членами ∑
∞

=1n
nа  и существует предел 

.lim qan
nn

=
∞→

 

Тогда:  
1)  при q < 1 ряд  сходится; 
2)  при q > 1 ряд расходится; 
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3) при q = 1 о сходимости ряда ничего сказать нельзя, необходимы до-
полнительные исследования. 

3.5 Интегральный признак Коши – Маклорена 

Если неотрицательная интегрируемая функция )(xf на промежутке [ )+∞;1  

монотонно убывает и члены ряда ∑
∞

=1n
nа  имеют вид )(nfan = , то ряд ∑

∞

=1n
nа   и не-

собственный интеграл ∫
+∞

1
)( dxxf  сходятся или расходятся одновременно, при-

чем в случае сходимости 

1
111

)()( adxxfadxxf
n

n +≤≤ ∫∑∫
∞∞

=

+∞

. 

4 Знакопеременные ряды. Абсолютная и условная сходимость 

Определение 4. Числовые ряды, содержащие как положительные, так и 
отрицательные члены, называются знакопеременными. 

Примеры знакопеременных рядов:  

1) ∑
∞

=

−−

−=+−++−−++−−
1

2
)1(

2
)1(

)1()1(1111111
n

nnnn

KK . 

2) .,2,1,
2

,)sin()sin(
2
2sinsin

1
KKK =

π
≠α

α
=+

α
++

α
+α ∑

∞

=
kk

n
n

n
n

n
. 

Теорема 2. Если сходится ряд ∑
∞

=1n
na , то сходится и ряд ∑

∞

=1n
na . 

Замечание. В теореме 2 сформулирован достаточный признак сходи-

мости знакопеременного ряда ∑
∞

=1n
na . 

Определение 5. Если сходится ряд ∑
∞

=1n
na , то ряд ∑

∞

=1n
na  называется абсо-

лютно сходящимся. Если ряд ∑
∞

=1n
na  сходится, а ряд ∑

∞

=1n
na  расходится, то ряд 

∑
∞

=1n
na  называется  условно сходящимся.  
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5 Знакочередующиеся ряды 

Определение 6. Знакопеременный ряд вида  

,0где,)1()1(
1

11
4321 >−=+−++−+− ∑

∞

=

−−
n

n
n

n
n

n aaaaaaa KK  (1.6) 

у которого все члены поочередно меняют знак, называется знакочередующим-
ся рядом. 

5.1 Признак Лейбница сходимости знакочередующегося ряда 

Теорема 3. Если члены знакочередующегося ряда (1.6) удовлетворяют 
условиям: 

1) KK ≥≥≥≥ +121 nn aaaa , K,2,1=n ; 
2) 0lim =

∞→ nn
a , 

то ряд ∑
∞

=

−−
1

1)1(
n

n
n a  сходится, а его сумма S  не превосходит первого члена, то 

есть 1aS ≤ . 

ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

Задание 1. Записать три первых члена для каждого ряда: 

1.1 ∑
∞

= +
+

1
22 )1(

12
n nn

n ; 1.2 ∑
∞

=

+

−
−

1

3

)!12(
)1(

n

n

n
; 1.3 ∑

∞

=
−⋅

1
)!1(3

n

n n ; 

1.4 ∑
∞

=
−

1
5)1(

n

n n ; 1.5 ∑
∞

=

−

1

12ln
n n

n ; 1.6 ∑
∞

=

+

1

1

!
2

n

n

n
; 

1.7 ∑
∞

= −−
−

1
231

4
n nn

n ; 1.8 ∑
∞

=

−−+

1

1)1(2
n

n

n
; 1.9 ∑

∞

=

π
⋅

1
sin

n n
n ; 

1.10 ∑
∞

= −
+

1 210
1

n
n

n ; 1.11 ∑
∞

=








−
+

1 12
1

n

n

n
n ; 1.12 ∑

∞

=

−

1 2
12

n
n

n ; 

1.13 ∑
∞

= +1 65
1

n
n ; 1.14 ∑

∞

= ⋅2
2ln

1
n nn

; 1.15  ∑
∞

=

−

1n

n

n
e ; 

1.16 ∑
∞

= −+

−

1 3 143
1

n nn
n ; 1.17 ∑

∞

=

+

+
⋅−

1

1

)1ln(
)1(

n

n

n
n ; 1.18 ∑

∞

= −1

2

)!1(
)!(

n n
n . 
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Задание 2. Для каждого ряда записать формулу общего члена: 

2.1  K+
⋅

+
⋅

+
⋅ 43

1
32

1
21

1 ; 2.2  K++++
8
1

4
1

2
11 ; 2.3  K−+−

24
1

6
1

2
1 ; 

2.4  K+
⋅

+
⋅

+
⋅ 75

1
53

1
31

1 ; 2.5  K+++
7
4

5
3

3
2 ; 2.6  K+−+−

4
1

3
1

2
1 ; 

2.7  K+
⋅⋅

+
⋅⋅

+
⋅⋅ 543

1
432

1
321

1 ; 2.8  K+++
6
8

2
4

1
2 ; 2.9  K−+−

33 3
6

2
21 . 

Задание 3. Для каждого ряда: 

а)  написать формулу частичной суммы nS ; 

б) найти nn
S

∞→
lim  и сделать вывод о сходимости или расходимости ряда. 

3.1 ∑
∞

= ++1 )3)(1(
4

n nn
; 3.2 ∑

∞

=
−

1
)12(

n
n ; 3.3 ∑

∞

=

+ ⋅−
1

1 2)1(
n

n n ; 

3.4 ∑
∞

=

−

1

12
n

n ; 3.5 ∑
∞

=
−⋅1
123

2
n

n ; 3.6 ∑
∞

= +−1 )12)(12(
1

n nn
; 

3.7 ∑
∞

=






 +

1

11ln
n n

; 3.8 ∑
∞

=13
2

n
n ; 3.9 ∑

∞

=

−−
1

1)1(
n

n ; 

3.10 ∑
∞

= ++1 )2)(1(
1

n nnn
; 3.11 ∑

∞

=

+

1 10
25

n
n

nn
; 3.12 ∑

∞

= +
+

1
22 )1(

12
n nn

n ; 

3.13 ∑
∞

=
+

−+ ⋅−−⋅

1
1

13

5
3)1(427

n
n

nnn
; 3.14 ∑

∞

=






 −

1

12ln
n n

n ; 3.15 ∑
∞

=1 7
3

n
n ; 

3.16 ∑
∞

= −+1
2 8219

6
n nn

; 3.17 ∑
∞

= −+
−

2
23 2

47
n nnn

n ; 3.18 ∑
∞

=
+

1
23

2
n

n

n
. 

Пример 1. Для ряда ∑
∞

= +1 )1(
1

n nn
: 

а) написать формулу частичной суммы nS ; 
б) найти nn

S
∞→

lim  и сделать вывод о сходимости или расходимости ряда. 

 

Решение. Представим общий член ряда 
)1(

1
+

=
nn

an  в виде суммы про-

стейших дробей: 
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1)1(
1

+
+=

+ n
B

n
A

nn
. 

Приведя правую часть полученного равенства к общему знаменателю, 
придем к тождеству 

AnBABnAAn ++=++≡ )(1  . 
Приравняв коэффициенты при одинаковых степенях n в левой и правой 

частях тождества, получим систему уравнений 





=
=+

.1
,0

A
BA

 

Решая её находим, что 1=A , 1−=B . 
Таким образом 

1
11

1
11

)1(
1

+
−=

+
−

+=
+

=
nnnnnn

an . 

Запишем частичную сумму ряда с учетом полученной новой формулы 
общего члена ряда: 

.
1

11
1

10001
1

111
1

1
3
1

2
1

2
11

1
111

1
1

4
1

3
1

3
1

2
1

2
11

+
−=

+
−++++=

+
−+−

−
+

++−+−=







+
−+






 −

−
++






 −+






 −+






 −=

nnnnnn

nnnn
Sn

K

KK

Отсюда 
1

11
+

−=
n

Sn .  

Тогда  1
1

11limlim =







+
−=

∞→∞→ n
S

nnn
. Так как предел существует и конечен, то ряд 

сходится. 

Ответ: 
1

11
+

−=
n

Sn ; 1lim =
∞→ nn

S ; ряд сходится. 

Задание 4. Проверить, выполняется ли необходимый признак сходимости 

ряда и сделать вывод: 

4.1 ∑
∞

= −
+

1 32
2

n n
n ; 4.2 ∑

∞

= +
+

1
3

2

)2(
1

n n
n ; 4.3 ∑

∞

= +1 1
5

n

n

n
; 

4.4 ∑
∞

= +
+

1

2

3
1arctg

n n
n ; 4.5 ∑

∞

=






 +

1

31
n

n

n
; 4.6 ∑

∞

=1

3sin
n n

;  
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4.7 ∑
∞

= −+
+

1
23

3

743
42

n nn
nn ; 4.8 ∑

∞

= +1 )!5(
3

n n
; 4.9 ∑

∞

=

−









+
−

1

2

52
12

n

n

n
n ; 

4.10 ∑
∞

= +−
−+

1
2

3 37

129
454

n nn
nn ; 4.11 ∑

∞

=
⋅

1 3
8sin5

n
n

n ; 4.12 ∑
∞

=

−

+
⋅−

1

1

)1ln(
)1(

n

n

n
n ; 

4.13 ∑
∞

= −+1 ))1(2(
1

n
nn ; 4.14 ∑

∞

= 





 +







−

1
2

11ln

1cos1

n

n

n ; 4.15 ∑
∞

=

+









−
+

1

19

53
73

n

n

n
n ; 

4.16 ∑
∞

= 







+









1 2

2

1
3arcsin4

5sin3

n

n

n ; 4.17 ∑
∞

= +
−

1

4 38

1
3

n n
nn ; 4.18 ∑

∞

=

+

1
33
1

n n
n . 

Пример 2. Проверить, выполняется ли необходимый признак сходимости 
ряда и сделать вывод: 

∑
∞

=






 +

1

251
n

n

n
. 

Решение. В нашем случае общий член ряда имеет вид 
n

n n
a

251 





 += . 

Найдем предел общего члена ряда na  при ∞→n , для этого воспользуемся вто-
рым замечательным пределом: 

051lim)1(51lim 10
10lim25

5
2

≠==





 +==






 + ∞→

⋅⋅

∞→

∞

∞→
ee

nn
n
nn

n
n

т

n

т
т . 

Так как предел общего члена ряда не равен нулю, то есть 0lim ≠
∞→ nn

a  (тео-

рема 1, следствие), необходимый признак сходимости не выполнен. Следова-

тельно, ряд ∑
∞

=






 +

1

251
n

n

n
 расходится. 

Ответ: 051lim 10
2

≠=





 +

∞→
e

n

n

т
, ряд ∑

∞

=






 +

1

251
n

n

n
 расходится. 

Задание 5. Используя признаки сравнения, исследовать ряд на сходи-

мость. Указать общий член ряда, с которым сравнивается данный ряд. 
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5.1 ∑
∞

= +1 65
1

n
n ; 5.2 

( )∑
∞

= ++1
2 634

1
n n

; 5.3 ∑
∞

=

−

1
3
12

n n
n ; 

5.4 ∑
∞

= +1 3
1

n nn
; 5.5 ∑

∞

= +1
2
1

n nn
; 5.6 ∑

∞

= −+
+

1
23 452
79

n nn
n ; 

5.7 ∑
∞

=

+

1
3

2
n nn

n ; 5.8 ∑
∞

= ⋅1 5
1

n
nn

; 5.8 ∑
∞

=
⋅

1
2

35 2tg
n n

n ; 

5.9 ∑
∞

= −
+

1
2 2

5
n n

n ; 5.10 ∑
∞

=

+

1
2

sin3
n n

n ; 5.11 ∑
∞

= −+

+

1 6 22
2

n nn
nn ; 

5.13 ∑
∞

= −+

−

1 3 310

2

427
35

n nn
n ; 5.14 ∑

∞

=
−−+

1
)1232(

n
nn ; 5.15 ∑

∞

= −

−

1 6 2 34
9

17arcsin

n n
n

n

; 

5.16* ∑
∞

=








π⋅

−+

1 6
)1(2sin1

n

n

n
; 5.17 ∑

∞

=






 −

1

7cos1
n n

; 5.18 ∑
∞

=









+
+

1
3

3

5
7ln

n n
n . 

Пример 3. Используя признаки сравнения, исследовать ряд на сходи-
мость. Указать общий член ряда, с которым сравнивается данный ряд: 

∑
∞

=

+

1

cos2
n n

n . 

Решение. Для исследования данного ряда воспользуемся первым призна-
ком сравнения (пункт 3.1). Так как 1cos −≥n , то 1cos2 −≥+ n , откуда 

nn
n 1cos2

≥
+

. Ряд ∑
∞

=1

1
n n

 – расходящийся гармонический ряд, следовательно, по 

первому признаку сравнения расходится и заданный ряд. То есть ряд 

∑
∞

=

+

1

cos2
n n

n  расходится. 

Ответ: ряд ∑
∞

=

+

1

cos2
n n

n  расходится. 
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Задание 6. Исследовать ряд на сходимость, применяя признак Даламбера: 

6.1 ∑
∞

=

+

1 !
2

n n
n ; 6.2 ∑

∞

= −1 )12(5

2
n nn

n

; 6.3 ∑
∞

=

π

1 3
2sin

n
nn ; 

6.4 ∑
∞

= −⋅⋅⋅⋅
+⋅⋅⋅⋅

1 )13(852
)12(753

n n
n

K
K ; 6.5 ∑

∞

=1 3
!2

n
n
n ; 6.6 ∑

∞

=
⋅








1

7

10
9

n

n

n ; 

6.7 ( )∑
∞

=






 π

⋅+
1 3

tg12
n

nn ; 6.8 ∑
∞

= ⋅1 2!n
n

n

n
n ; 6.9 ∑

∞

= −
+

1 )!23(
54

n n
n ; 

6.10 ∑
∞

=
+

+

1
234

)!52(
n

n
n ; 6.11 ∑

∞

=

+

+
−

1

252

)!3(
)13(6

n

n

n
n ; 6.12 ∑

∞

=

+

1
5

)!2(3
n

n

n
n ; 

6.13 ∑
∞

=

+

+
−

1
5

12

)!1(2
43

n
n

n

n
; 6.14 ∑

∞

=1

2

2
2

)!(
n n

n ; 6.15 ∑
∞

=

−

1

3
2arcsin)14(

n

n

n

n
; 

6.16 ∑
∞

= ⋅
−⋅⋅⋅

1 2!
)23(41

n
nn
nK ; 6.17 ∑

∞

= −1 )!1(
6

n

n

n
n ; 6.18 ∑

∞

=






 −

1

2

3
7cos15

n
nn ; 

Пример 4. Исследовать ряд на сходимость, применяя признак Даламбера: 

∑
∞

=1 !
2

n

n

n
. 

Решение. Для исследования данного ряда воспользуемся признаком Да-

ламбера (пункт 3.3). Найдем 
n

n
n a

a 1lim +

∞→
. В нашем случае 

!
2
n

a
n

n = , =
+

=
+

+ )!1(
2 1

1 n
a

n

n

)1(!
22

+⋅
⋅

=
nn

n
. Тогда 

02lim
1

2lim
2

!
)1(!

22limlim 1 =
∞

=
+

=







⋅

+⋅
⋅

=
∞→∞→∞→

+

∞→ nnn

n

nn

n
n n

n
nna

a . 

Так как 10lim 1 <=+

∞→ n

n
n a

a , то в соответствии с признаком Даламбера ряд ∑
∞

=1 !
2

n

n

n
 

сходится. 

Ответ: 10lim 1 <=+

∞→ n

n
n a

a , ряд ∑
∞

=1 !
2

n

n

n
 сходится. 
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Задание 7. Исследовать ряд на сходимость, применяя радикальный при-

знак Коши:  

7.1 ∑
∞

=






 +

1

3

4
1

n

n

n
n ; 7.2 

n

n nn
nn

∑
∞

=









++
−−

1
2

2

437
13 ; 7.3 

n

n n
n

∑
∞

=








+
+

1 52
3arcsin ; 

7.4 
n

n n
n

2

1
2

2

5
1

∑
∞

=







 + ; 7.5 
n

n n
tg∑

∞

=








+
π

1 12
; 

7.6 ∑
∞

=






 +1 1

10
n

n

n

n
n

; 

7.7 
2

1 43
13 n

n n
n∑

∞

=








+
− ; 7.8 

2

1
2

2

156
742

n

n nn
nn∑

∞

=









+−
−+ ; 7.9 

2

1
2

2

32
12

n

n n
n∑

∞

=









−
− ; 

7.10 ∑
∞

= ⋅
+

1
27

)45(
n

nn

n

n
n ; 7.11 

2

1
2 2

4sin
n

n nn∑
∞

=








+
; 7.12 

23

1 56
17 +∞

=
∑ 








+
+ n

n n
n ; 

7.13 
2)1(

1 76
15 +

∑
∞

=








+
− n

n n
n ; 7.14 ∑

∞

=








−
+

⋅
1

2

73
23

5
3

n

n

n n
n ; 7.15 ∑

∞

= +1 )1(ln
2

n
n n

; 

7.16 
23

1

2

52
12 +∞

=
∑ 








−
+ n

n n
n ; 7.17 ∑

∞

=

−







 −

1

23cos1
n

n

n
; 7.18 ∑

∞

=

−⋅+

1

122

4
5)73(

n
n

nn ; 

Пример 5. Исследовать ряд на сходимость, применяя радикальный при-
знак Коши: 

∑
∞

=






 −

1

2

4
43

n

n

n
n . 

Решение. Для исследования данного ряда воспользуемся радикальным 

признаком Коши (пункт 3.4). Найдем n
nn

a
∞→

lim . В нашем случае 
n

n
nan

2

4
43







 −

= . 

Тогда 

=
−

=





 −

=





 −

=





 −

=
∞→∞→∞→∞→∞→ 2

22

)4(
)43(lim

4
43lim

4
43lim

4
43limlim

2
2

n
n

n
n

n
n

n
na

nn

n

n
n

n
n

nn

n
n
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=














∞→

→
=

+−
=

+−
=








∞
∞

=
+−

=
∞→∞→∞→

n
nnnn

n
n

nn
n

n
n

n
nn

nnn
при

,016,24

16

16249
lim

16

16249

lim
16

16249lim 2
2

2

2

222

2

2

2

1
16
9

16
9lim <==

∞→n
. 

Так как 1
16
9lim <=

∞→
n

nn
a , то в соответствии с радикальным признаком Коши ряд 

∑
∞

=






 −

1

2

4
43

n

n

n
n  сходится. 

Ответ: 1
16
9lim <=

∞→
n

nn
a , ряд ∑

∞

=






 −

1

2

4
43

n

n

n
n  сходится. 

Задание 8. Исследовать ряд на сходимость, применяя интегральный при-

знак Коши:  

8.1 ∑
∞

=2

ln
n n

n ; 8.2 ∑
∞

= +⋅+2 )12ln()12(
1

n nn
; 8.3 ∑

∞

= ⋅2
5 ln
1

n nn
; 

8.4 ∑
∞

= +⋅+2
2 )1(ln)1(

1
n nn

; 8.5 ∑
∞

= +1
21

arctg
n n

n ; 8.6 ∑
∞

= +1 4 3)65(
1

n n
; 

8.7 ∑
∞

=

+

2 2
2ln1

n n
n ; 8.8* ∑

∞

=2
2)ln(lnln

1
n nnn

; 8.9 ∑
∞

= ⋅+1 )1(
1

n nn
. 

Пример 6. Исследовать ряд на сходимость, применяя интегральный при-
знак Коши: 

∑
∞

=1 ln
1

n nn
. 

Решение. Для исследования данного ряда воспользуемся интегральным 

признаком Коши (пункт 3.5). Так как 
nn

an ln
1

= , то 
xx

xf
ln
1)( = . Проверим 

применимость интегрального признака Коши. Очевидно, что функция )(xf  не-

прерывна и принимает только положительные значения на промежутке ),2( ∞+

. Убедимся, что )(xf  монотонно убывает на этом промежутке. 
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Пусть )2( 21 xx << . Тогда 21 lnln xx <  и 2211 lnln xxxx < , откуда 

)(
ln
1

ln
1)( 2

2211
1 xf

xxxx
xf =>= . 

Итак, функция )(xf  положительна, непрерывна и монотонно убывает на 

промежутке ),2( ∞+ , значит, для исследования данного ряда на сходимость 

можно применять интегральный признак Коши. 

Вычислим несобственный интеграл ∫
+∞

2
)( dxxf :

 

( ) ( ) +∞=−====
∞→∞→∞→

+∞+∞

∫∫∫ 2lnlnlnlnlimlnlnlim
ln
1lim

ln
1)( 2

222
bxdx

xx
dx

xx
dxxf

b

b

b

b

b
. 

Таким образом, так как несобственный интеграл ∫
+∞

2 ln
1 dx

xx
 расходится, 

то расходится и ряд ∑
∞

=1 ln
1

n nn
. 

Ответ: ряд ∑
∞

=1 ln
1

n nn
 расходится. 

Задание 9. Исследовать ряды 
 
на абсолютную и условную сходимость: 

9.1 ∑
∞

= −
−

1 5)12(
)1(

n
n

n

n
n ; 9.2 ∑

∞

= +

−

1 3 25
2)1(

n n

nn

n
; 9.3 ∑

∞

=

+

+
−−

1
2

1

3
)14()1(

n

n

nn
n ; 

9.4 ∑
∞

=

+

−

−−

1 3

1

12
)45()1(

n

n

n
n ; 9.5 ∑

∞

= ++

−

1 23 11
)1(

n

n

nn
; 9.6 ∑

∞

=

− 







+
+

−
1

2
1

74
13)1(

n

n
n

n
n ; 

9.7 ∑
∞

= +
−

1 )!12(
)1(

n

n

n
; 9.8 ∑

∞

=
++

−−

1
12 2)1(
)23()1(

n
n

n

n
n ; 9.9 ∑

∞

=

+

−
−

1

1

ln2
)1(

n

n

nn
; 

9.10 ∑
∞

= +
−

−
1 12

23)1(
n

n

n
n ; 9.11 ∑

∞

= +
−

1
2 )2(4
)1(

n
n

n

nn
; 9.12 ∑

∞

=

+

+
−

1

1

)1(
)1(

n

n

nn
; 

9.13 ∑
∞

=

π

1
2

sin
n n

n ; 9.14 
2

1 1
3)1(

n

n

nn

n
n∑

∞

=








+
− ; 9.15 ∑

∞

=

+

⋅
−

2
3

1

ln
)1(

n

n

nn
; 

9.16* ∑
∞

= ++
−

1 )1ln()1(
)1(

n

n

nn
; 9.17** ∑

∞

=

+−
1

1

!
2)1(

2

n

n
n

n
; 9.18** ∑

∞

=

+ ⋅⋅−

1

41

!
7)1(

n

nn

n
n ; 
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Пример 7. Исследовать ряд ∑
∞

=

−−

1

1)1(
n

n

n  
на абсолютную и условную сходи-

мость. 

Решение. Ряд ∑ ∑∑
∞

=

∞

=

−∞

=
=

−
=

1 1

1

1

1)1(
n n

n

n
n nn

a  – расходящийся гармонический. 

Значит, абсолютной сходимости нет. 

Исследуем исходный ряд на условную сходимость с помощью признака 
Лейбница (пункт 5.1): так как  

1) 
1

11
+

≥
nn

, для K,2,1=n  ; 

2)  01lim =
∞→ nn

, то данный ряд сходится по признаку Лейбница. 

Таким образом, ряд ∑
∞

=

−−

1

1)1(
n

n

n
 сходится условно. 

Ответ: ряд ∑
∞

=

−−

1

1)1(
n

n

n
 сходится условно. 
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